
21 | 概率基础（下）：联合概率、条件概率和贝叶斯法则，这些概率
公式究竟能做什么？
2019-02-01 黄申

程序员的数学基础课 进入课程

讲述：黄申
时长 15:08 大小 13.87M

你好，我是黄申。

上一节我介绍了随机现象、随机变量以及概率分布这些比较简单的概念。学习这些概念是为

了做什么呢？其实就是为了更精确地描述我们生活中的现象，用数学的视角看世界，以此解

决其中的问题。

但是实际生活中的现象并非都会像“投硬币”那样简单。有很多影响因素都会影响我们去描

述这些现象。比如，看似很简单的“投硬币”，我们其实只是考虑最主要的情况，粗暴地把

硬币出现的情况一分为二。比如说，不同类型的硬币是否会影响正反面的概率分布呢？站立

的情况如何考虑呢？再比如说，在汽车速度的例子中，经过的交通路线，不同的路线是否会

影响速度的概率分布呢？





 下载APP 



一旦影响因素变多了，我们需要考虑的问题就多了。想要解决刚才那几个问题，更精确地描

述这些现象，我们就需要理解几个新的概念，联合概率、条件概率以及贝叶斯法则。从数学

的角度来说，这些概念能描述现实世界中更为复杂的现象，建立更精细的数学模型。比如，

我们后面要讲的朴素贝叶斯算法就是建立在联合概率、条件概率和边缘概率之上的。所以，

这一节的内容也非常重要，你一定要认真学习并且掌握。

联合概率、条件概率和边缘概率

最近，我一直在操心儿子的教育问题，所以一直在研究他班级的成绩单。为了弄清我儿子在

班级上的成绩排名，我向老师要了张全班成绩的分布表。

这张表中有两个随机变量，一个是学生的性别，一个是分数区间。我们很容易就可以得出，

这个班中男生的概率是 P(男生)=10/20=50%，90 分及以上的学生的概率是 P(90-

100)=4/20=20%。那全班考了 90 分以上的男生的概率是多少呢？我们只要找到 90 分以

上的男生人数，用这个人数除以全班总人数就行了，也就是 P(男生, 90-

100)=2/20=10%。

你有没有发现，“90 分以上的男生”这个概率和之前单独求男生的概率或 90 分以上的概

率不一样。之前只有一个决定因素，现在这个概率由性别和分数这两个随机变量同时决定。

这种由多个随机变量决定的概率我们就叫联合概率，它的概率分布就是联合概率分布。随机

变量 x 和 y 的联合概率使用 P(x, y) 表示。我算出了这个例子里所有的联合概率分布。

这里的例子只有两个随机变量，但是我们可以很容易扩展到更多的随机变量，比如再增加一

个学科的变量。那么，我们就可以观测这样的数据：“班级上女生的数学考了 90 分及以上



的概率是多少？”，其中女生是关于性别变量，数学是关于学科变量，而 90 分及以上是关

于分数变量。

那么联合概率和单个随机变量的概率之间有什么关联呢？对于离散型随机变量，我们可以通

过通过联合概率 P(x, y) 在 y 上求和，就可以得到 P(x)。对于连续型随机变量，我们可以通

过联合概率 P(x, y) 在 y 上的积分，推导出概率 P(x)。这个时候，我们称 P(x) 为边缘概

率。

除了边缘概率的推导，多个变量的联合概率和单个变量的概率之间还存在一个有趣的关系。

在解释这个关系之前，让我先来介绍条件概率。

条件概率也是由多个随机变量决定，但是和联合概率不同的是，它计算了给定某个（或多

个）随机变量的情况下，另一个（或多个）随机变量出现的概率，其概率分布叫做条件概率

分布。给定随机变量 x，随机变量 y 的条件概率使用 P(y | x) 表示。

回到成绩分布的案例。我能理解在不同的阶段，男生和女生的成绩可能无法直接相比。所以

我更关心的是，自己儿子和其他男生相比是否落后了。那么我的脑子里就产生了这样一个问

题：“在男生中，考 90 分及以上的概率是多少？”。

仔细看，这个问题和前面几个有所不同，我只关心男生这个群体，所以解答应该是找到考了

90 分以上的男生之人数，然后用这个人数除以男生总人数（注意，不再是全部总人数）。

根据上述表格的数据来计算，P(90-100|男生)= 2/10=20%。

解释清楚了条件概率，我就可以列出概率、条件概率和联合概率之间的“三角”关系了。简

单的说，联合概率是条件概率和概率的乘积，采用通用的公式来表达就是：

同样的道理，我们也可以得到：

我们仍然可以使用成绩的案例，来验证这个公式。为了更清晰地表述这个问题，我们使用如

下的符号：



男生中考了 90 分及以上的概率为 P(90-100 | 男生) = |男生, 90-100| / |男生|，全班中男生

的概率为 P(男) = |男生| / |全班|。如果我们将 p(90-100 | 男生) 乘以 P(男) 会得到什么结果

呢？

(|男, 90-100| / |男生|) * (|男生| / |全班|) = |男, 90-100| / |全班|

咦，这不就是全班中男生考了 90 分及以上的联合概率吗？其实，概率、条件概率和联合概

率之间的这种“三角”关系，也是著名的贝叶斯定理的核心，下面我来详细解释什么是贝叶

斯定理，以及它可以运用在什么场景之中。

贝叶斯定理

我们假设有这样一个场景，我想知道男生考了 90～100 分的概率有多少，来评估一下儿子

在男生中算什么水平。可是老师出于隐私保护，并没有把全班数据的分布告诉我，她说

道“我可以告诉你全班考 90～100 分的概率，以及 90～100 分中男生的概率，但是不能

告诉你其他信息了”。这个时候，贝叶斯定理就可以帮上忙啦。

刚刚我们提到：

所以就有：

这就是非常经典的贝叶斯法则。为什么说经典呢？是因为它有很多应用的场景，比如朴素贝

叶斯，你可以多多熟悉一下这个公式。在这个公式中，还包含了先验概率（Prior

|男, 90-100|表示考了 90 分以上的男生人数；

|男|表示男生人数；

|全班|表示全班人数。



Probability）、似然函数（Likelihood）、边缘概率（Marginal Probability）和后验概率

（Posterior Probability）的概念。

在这里面，我们把 P(x) 称为先验概率。之所以称为“先验”，是因为它是从数据资料统计

得到的，不需要经过贝叶斯定理的推算。

P(y | x) 是给定 x 之后 y 出现的条件概率。在统计学中，我们也把 P(y | x) 写作似然函数

L(x | y)。在数学里，似然函数和概率是有区别的。概率是指已经知道模型的参数来预测结

果，而似然函数是根据观测到的结果数据，来预估模型的参数。不过，当 y 值给定的时

候，两者在数值上是相等的，在应用中我们可以不用细究。

另外，我们没有必要事先知道 P(y)。P(y) 可以通过联合概率 P(x, y) 计算边缘概率得来，而

联合概率 P(x, y) 可以由 P(y|x) * P(x) 推出。针对离散型和连续型的边缘概率推导分别如

下：

而 P(x|y) 是根据贝叶斯定理，通过先验概率 P(x)、似然函数 P(y | x) 和边缘概率 P(y) 推算

而来，因此我们把它称作后验概率。

回到刚刚的案例，我可以通过这样的式子来计算男生考 90-100 分的概率：

P(90-100 | 男生) = (P(男生 | 90-100) * P(90 -100)) / P(男生)

我只需要数数看，班上男生有多少、总人数多少，就能算出 P(男生)，或者也可以使用 P(男

生 | 90-100) 和 P(90-100) 算出边缘概率 P(男生)。在加上之前，老师告诉我的 P(男生 |

90-100) 和 P(90 -100)，就能推算出 P(90-100 | 男生) 了。这个例子就是通过先验概率，

推导出后验概率，这就是贝叶斯定理神奇的地方，也是它最主要的应用场景。

随机变量之间的独立性

说到多个随机变量的联合和条件概率，你可能会产生一个问题：这些随机变量是否会相互影

响呢？比如，性别和分数之间有怎样的关系？性别是否会影响分数的概率分布？在之前的成

绩分布表中，我们可以得到：



p(90-100 | 男生) = 20%

p(90-100 | 女生) = 20%

p(90-100) = 20%

所以，p(90-100 | 男生) = p(90-100 | 女生) = p(90-100)，也就是全班中考 90 分及以上

的概率、男生中考 90 分及以上的概率、以及女生中考 90 分及以上的概率，这三者都是一

样。以此类推到其他的分数区间，同样如此，那么，从这个数据上得出的结论是性别对考分

的区间没有影响。反之，我们也可以看到 p(男生 | 90-100) = p(男生 | 80-90) = p(男生 |

70-80) = … = p(男生) = 50%，也就是说考分区间对性别没有影响。这种情况下我们就说

性别和分数这两个随机变量是相互独立的。

相互独立会产生一些有趣的现象，刚刚我们提到：

另外，将 p(x | y) = p(x) 带入贝叶斯公式，就可以得出：

变量之间的独立性，可以帮我们简化计算。举个例子，假设有 6 个随机变量，而每个变量

有 10 种可能的取值，那么计算它们的联合概率 p( , , , , , )，在实际中是非

常困难的一件事情。

根据排列，可能的联合取值，会达到 10 的 6 次方，也就是 100 万这么多。那么使用实际

的数据进行统计时，我们也至少需要这个数量级的样本，否则的话很多联合概率分布的值就

是 0，产生了数据稀疏的问题。但是，如果假设这些随机变量都是相互独立的，那么我们就

可以将联合概率 p(  , , , , ) 转换为 p( ) * p( ) * p( ) * p( ) * p( )

* p( )。如此一来，我们只需要计算 p( ) 到 p(  ) 就行了。

不过，班主任刚刚打电话给我，说之前的数据表格有点笔误，实际的分布应该是这样的：

x1 x2 x3 x4 x5 x6

,x1 x2 x3 x4 x5 x6 x1 x2 x3 x4 x5

x6 x1 x6



你再推算一下，就会发现 p(分数 | 性别) = p(分数) 和 p(性别 | 分数) = p(性别) 并不成立，

所以两者不再是相互独立的。所以下面这个式子就不再成立了，这点你在计算的时候需要注

意。

在实际项目中，我们会假设多个随机变量是相互独立的，并基于这个假设大幅简化计算，降

低对数据统计量的要求。虽然这个假设通常是不成立的，但是仍然可以帮助我们得到近似的

解。相比较实现的可行性和求解的精确度，可行性更为重要。在讲解朴素贝叶斯方法中，我

会充分利用这一点，从有限的训练样本中构建分类器。

总结

这一讲我继续讨论了概率分布相关的内容，不过这次的重点是多个随机变量相关的联合概

率、条件概率、边缘概率。这里概念有点多，但是都很重要，因为这三者之间的推算关系，

直接构成了贝叶斯定理的核心，所以你要花点时间理解并记住它们。

而贝叶斯定理定义了先验概率、后验概率和似然函数，后验概率和似然函数及先验概率的乘

积成正比关系。此外，通过多个变量之间的独立性，我们可以简化联合概率的计算问题。贝

叶斯定理和变量之间独立性的假设，对后面理解朴素贝叶斯算法很有帮助。

如果有一定数量的标注数据，那么通过统计的方法，我们可以很方便地得到先验概率和似然

函数，然后推算出后验概率，最后依据后验概率来做预测。这整个过程符合监督式机器学习

的模型训练和新数据预测这两个阶段，因此朴素贝叶斯算法被广泛运用在机器学习的分类问

题中。下一节中，我们详细讨论这个算法。

思考题

大年三十晚上，爷爷奶奶发红包。爷爷准备的红包是 4 个 50 元的，6 个 100 元的。奶奶

准备的红包是 8 个 50 元的，4 个 100 元的。全家人随机抽，你运气很好，拿到一个 100



元的红包。请问这个红包来自爷爷的概率有多少？来自奶奶的概率有多少？

欢迎留言和我分享，也欢迎你在留言区写下今天的学习笔记。你可以点击“请朋友读”，把

今天的内容分享给你的好友，和他一起精进。

© 版权归极客邦科技所有，未经许可不得传播售卖。 页面已增加防盗追踪，如有侵权极客邦将依法追究其法律责任。

上一篇 20 | 概率基础（上）：一篇文章帮你理解随机变量、概率分布和期望值

下一篇 22 | 朴素贝叶斯：如何让计算机学会自动分类？

Joe
2019-02-01

 7

新年好，简单公式推导如下，虽然可以直接看出来。 
设事件x：抽中100元红包； 
事件y：抽到爷爷的红包。 
则100元的红包来自爷爷的概率：P(y|x) = P (x,y) / P(x) = (6/22) / (10/22) = 0.6 
100元红包来自奶奶的概率为：0.4

精选留言 (15)  写留言



展开

作者回复: 是的

strentchRi...
2019-02-02

 2

P(爷爷|100) * P(100) = P(100|爷爷) * P(爷爷) 
P(爷爷|100) = P(100|爷爷) * P(爷爷) / P(100) 
P(爷爷|100) = (6/10) * (10/22) / (10/22) 
P(爷爷|100) = 6/10 = 0.6 
P(奶奶|100) = 1 - P(奶奶|100) = 1 - 0.6 = 0.4 …
展开

作者回复: 正解👍

安迪
2019-02-01

 1

这个100的红包来自爷爷的的概率是3/5，来自奶奶的概率是2/5。

作者回复: 是的，可以用贝叶斯定理推导一下

无法言喻.
2019-02-01

 1

0.6,0.4吧，直接看出来的，不知道对不。公式还不习惯，需要好好消化一下。

作者回复: 结果是对的，可以用贝叶斯定理推导一下

zzz
2019-04-21



“P(男生 | 90-100) 和 P(90-100) 算出边缘概率P(男生)”，请问这具体是怎么算的？



作者回复: 这里是个笔误，仅仅根据这两个确实算不出来

杜克
2019-04-21



也可以使用 P(男生 | 90-100) 和 P(90-100) 算出边缘概率 P(男生)。老师，请问这一句怎
么理解，P(男生 | 90-100) 和 P(90-100) 这两个可以推导出P(男生，90-100)，P(男生)我
理解要通过各个分数段的求和得到，但是感觉现在只知道一个分数段的，请问这个是我理
解错误了么

展开

作者回复: 这里是个笔误，仅仅根据这两个确实算不出来

动摇的小指...
2019-04-18



我理解贝叶斯的应用场景，就是充分利用统计和先验，转化为预测

作者回复: 是的👍

史明春Larr...
2019-04-16



做了简化处理，认为各个事件是独立的

展开

作者回复: 是的👌

摩西
2019-04-01



老师你好，为什么p(x,y)=p(y,x)

展开



作者回复: 你可以看下联合概率的定义，它是x和y同时出现的概率，而x和y同时出现的次数是一样

的，也就是说计算概率时的分子是一样的，而分母都是总的次数。

徐小晋
2019-03-16



设A表示拿到100元 B表示从爷爷那里拿到 C表示从奶奶那里拿到 
P(B|A)=P(A|B)*P(B)/P(A) 
            =P(A|B)*P(B)/(P(A|B)*P(B)+P(A|C)P(C)) 
          =0.6 
 …
展开

作者回复: 对的

qinggeouy...
2019-03-03



随机变量 X 的取值：爷爷、奶奶，随机变量 Y 的取值：50 、100。 
问题：求解 P(X=爷爷|Y=100) 、P(X=奶奶|Y=100) 。 
 
由统计数据可知： 
P(Y=100) = (6 + 4) / (4 + 6 + 8 + 4) = 5/11 …
展开

作者回复: 写得很清楚

永旭
2019-02-17



老师, 你好,  
条件概率 P(男生|90-100) 和 联合概率 P(男生,90-100) 理解时有点儿迷糊了 , 
P(男生|90-100) : 90-100分里有多少个男生 
P(男生,90-100) : ??? (跟上面条件概率描述一样吗 ?) 
 …



展开

作者回复: 联合概率是以全体样本为考察对象，例如P(90-100,男生)是以全班同学为考察对象，所

以是90-100且男生的人数除以全班人数。 

而条件概率是以满足给定条件的样本为考察对象，例如P(90-100,男生)是以男生为前提条件，所以

考察对象是全体男生，P(90-100,男生)是90-100且男生的人数除以男生人数。

何用
2019-02-15



文中解释了贝叶斯定理，但并没有解释什么是朴素贝叶斯定理，是不是随机变量相互独立
的就是朴素的？

作者回复: 是的。“朴素”就是表示简单，它假设了变量之间相互独立。具体你可以参考第22和23

讲

永旭
2019-02-14



老师, 你好. 
P(男生 | 90-100) 和 P(90-100 | 男生) 有什么区别 ? 怎么理解呢 ?

展开

作者回复: P(男生|90-100)是表示90-100分里有多少个男生，比如全班90-100分有10个人，其中

男生4人，那么这个概率就是40% 

 

而P(90-100|男生)是表示男生里有多少个人是90-100分，比如全班男生有40个人，其中90-100的

4人，那么这个概率就是10%

林
2019-02-02



生活中的应用对于教学还是非常好的，给老师点赞，老师概念讲的非常清楚，下面做个推
倒，p(grandpa/100)=p(100/grandpa)*p(grandpa)/p(100)=(6/10)*
(10/22)/(10/22)=6/10. 类似p(grandma/100)=4/10



作者回复: 正解👍


