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你好，我是黄申。今天我们来聊聊矩阵操作和推荐算法的关系。

我这里说的推荐，是指为用户提供可靠的建议、并协助用户挑选物品的一种技术。一个好的

推荐系统需要建立在海量数据挖掘基础之上，并根据用户所处的情景和兴趣特点，向用户推

荐可能感兴趣的信息和商品。

协同过滤（Collaborative Filtering）是经典的推荐算法之一，它充分利用了用户和物品之

间已知的关系，为用户提供新的推荐内容。我会从这种二元关系出发，给你讲讲如何使用矩

阵计算，来实现协同过滤推荐算法。

用矩阵实现推荐系统的核心思想
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矩阵中的二维关系，除了可以表达图的邻接关系，还可以表达推荐系统中用户和物品的关

系。如果你不懂推荐系统，不用急，我这里先给你简单讲讲它的核心思想。

简单地理解就是，推荐系统会根据用户所处的场景和个人喜好，推荐他们可能感兴趣的信息

和商品。比如，你在阅读一部电影的影评时，系统给你推荐了其他“你可能也感兴趣的电

影”。可以看出来，推荐系统中至少有 2 个重要的角色：用户和物品。用户是系统的使用

者，物品就是将要被推荐的候选对象。

例如，亚马逊网站的顾客就是用户，网站所销售的商品就是物品。需要注意的是，除了用户

角色都是现实中的自然人，某些场景下被推荐的物品可能也是现实中的自然人。例如，一个

招聘网站会给企业雇主推荐合适的人才，这时候应聘者承担的是物品角色。

而一个好的推荐算法，需要充分挖掘用户和物品之间的关系。我们可以通过矩阵来表示这种

二元关系。我这里有一个例子，我们用矩阵  来表示用户对物品喜好程度。

其中第  行是第  个用户的数据，而第 j 列是用户对第 j 格物品的喜好程度。我们用 

表示这个数值。这里的喜好程度可以是用户购买商品的次数、对书籍的评分等等。

假设我们用一个 0 到 1 之间的小数表示。有了这种矩阵，我们就可以通过矩阵的操作，充

分挖掘用户和物品之间的关系。下面，我会使用经典的协同过滤算法，来讲解矩阵在其中的

运用。
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在此之前，我们先来看什么是协同过滤。你可以把它理解为最直观的“口口相传”。假设我

们愿意接受他人的建议，尤其是很多人都向你建议的时候。其主要思路就是利用已有用户群

过去的行为或意见，预测当前用户最可能喜欢哪些东西。根据推荐依据和传播的路径，又可

以进一步细分为基于用户的过滤和基于物品的过滤。

基于用户的过滤

首先，我们来看基于用户的协同过滤。它是指给定一个用户访问（我们假设有访问就表示有

兴趣）物品的数据集合，找出和当前用户历史行为有相似偏好的其他用户，将这些用户组

成“近邻”，对于当前用户没有访问过的物品，利用其近邻的访问记录来预测。我画了一张

图方便你理解。

根据这张图的访问关系来看，用户 A 访问了物品 A 和 C，用户 B 访问了物品 B，用户 C 访

问了物品 A，C 和 D。我们计算出来，用户 C 是 A 的近邻，而 B 不是。因此系统会更多地

向用户 A 推荐用户 C 访问的物品 D。
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理解了这个算法的基本概念，我们来看看如何使用公式来表述它。假设有 m 个用户，n 个

物品，那么我们就能使用一个 m×n 维的矩阵  来表示用户对物品喜好的二元关系。基于

这个二元关系，我们可以列出下面这两个公式：

其中，第一个公式比较容易理解，它的核心思想是计算用户和用户之间的相似度。完成了这

一步我们就能找到给定用户的“近邻”。

我们可以使用向量空间模型中的距离或者是夹角余弦来处理，在这里我使用了夹角余弦，其

中 ,  表示用户  和  的相似度，而 , 表示矩阵中第  行的行向量， , 表

示矩阵中第  行的行向量。分子是两个表示用户的行向量之点乘，而分母是这两个行向量 

 范数的乘积。

第二个公式利用第一个公式所计算的用户间相似度，以及用户对物品的喜好度，预测任一个

用户对任一个物品的喜好度。其中  表示第  用户对第  个物品的喜好度，  表示

用户  和  之间的相似度，  表示用户  对物品  的喜好度。注意这里最终需要除以 

，是为了进行归一化。
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从这个公式可以看出，如果  越大，  对最终  的影响越大，反之如果  越

小，  对最终  的影响越小，充分体现了“基于相似用户”的推荐。

如果你无法理解如何把这两个公式对应为矩阵操作，没关系，我下面会通过之前介绍的喜好

度矩阵  的示例，把这两个公式逐步拆解，并对应到矩阵上的操作，你一看就能明白了。

首先，我们来看第一个关于夹角余弦的公式。

在介绍向量空间模型的时候，我提到夹角余弦可以通过向量的点乘来实现。这对矩阵同样适

用，我们可以采用矩阵点乘自身的转置来实现，也就是 。矩阵  的每一行是某个用

户的行向量，每个分量表示用户对某个物品的喜好程度。而矩阵  的每一列是某个用户

的列向量，每个分量表示用户对某个物品的喜好程度。

我们假设  的结果为矩阵 ，那么  就表示用户  和用户  这两者喜好度向量的点

乘结果，它就是夹角余弦公式中的分子。如果  等于 ，那么这个计算值也是夹角余弦公式

分母的一部分。从矩阵的角度来看，  中任何一个元素都可能用于夹角余弦公式的分子，

而对角线上的值会用于夹角余弦公式的分母。这里我们仍然使用之前的喜好度矩阵示例，来

计算矩阵  和矩阵 。

首先我们来看  的计算。
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然后我们使用  来计算 。我用下面这张图表示矩阵中的元素和夹角余弦计算的对应关

系。
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拼课微
信：1

71614
3665



明白了上面这个对应关系，我们就可以利用矩阵 ，获得任意两个用户之间的相似度，并

得到一个 m×m 维的相似度矩阵 。矩阵  中  的取值为第  个用户与第  个用

户的相似度。这个矩阵是一个沿对角线对称的矩阵。根据夹角余弦的定义，  和 

是相等的。通过示例的矩阵 ，我们可以计算矩阵 。我把相应的结果列在了下方。

接下来，我们再来看第二个公式。
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从矩阵的角度来看，现在我们已经得到用户相似度矩阵 ，再加上用户对物品的喜好度

矩阵 ，现在需要计算任意用户对任意物品的喜好度推荐矩阵 。

为了实现上面这个公式的分子部分，我们可以使用  和  的点乘。我们假设点乘后的

结果矩阵为 。这里我列出了根据示例计算得到的矩阵 。

分母部分可以使用  矩阵的按行求和来实现。我们假设按行求和的矩阵为 。根据

示例计算就可以得到 。
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最终，我们使用  和 *  的元素对应除法，就可以求得矩阵 。

既然已经有  这个喜好度矩阵了，为什么还要计算  这个喜好度矩阵呢？实际上，  是

已知的、有限的喜好度。例如用户已经看过的、购买过的、或评过分的物品。而  是我们

使用推荐算法预测出来的喜好度。

即使一个用户对某个物品从未看过、买过、或评过分，我们依然可以通过矩阵 ，知道这

位用户对这个物品大致的喜好程度，从而根据这个预估的分数进行物品的推荐，这也是协同

过滤的基本思想。从根据示例计算的结果也可以看出这点，在原始矩阵  中第 1 个用户对

第 3 个物品的喜好度为 0。可是在最终的喜好度推荐矩阵 P 中，第 1 个用户对第 3 个物品

的喜好度为 0.278，已经明显大于 0 了，因此我们就可以把物品 3 推荐给用户 1。

上面这种基于用户的协同过滤有个问题，那就是没有考虑到用户的喜好程度是不是具有可比

性。假设用户的喜好是根据对商品的评分来决定的，有些用户比较宽容，给所有的商品都打

了很高的分，而有些用户比较严苛，给所有商品的打分都很低。分数没有可比性，这就会影

响相似用户查找的效果，最终影响推荐结果。这个时候我们可以采用之前介绍的特征值变

化，对于原始的喜好度矩阵，按照用户的维度对用户所有的喜好度进行归一化或者标准化处

理，然后再进行基于用户的协同过滤。

基于物品的过滤
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基于物品的协同过滤是指利用物品相似度，而不是用户间的相似度来计算预测值。我同样用

图来帮助你理解。

在这张图中，物品 A 和 C 因为都被用户 A 和 B 同时访问，因此它们被认为相似度更高。

当用户 C 访问过物品 A 后，系统会更多地向用户推荐物品 C，而不是其他物品。

基于用户的协同过滤同样有两个公式，你可以看一下。



如果你弄明白了基于用户的过滤，那么这两个公式也就不难理解了。第一个公式的核心思想

是计算物品和物品之间的相似度，在这里我仍然使用夹角余弦。其中 ,  表示物品 

和  的相似度，而  表示了  中第  列的列向量，而  表示了  中第  列的

列向量。分子是两个表示物品的列向量之点乘，而分母是这两个列向量  范数的乘积。

第二个公式利用第一个公式所计算的物品间相似度，和用户对物品的喜好度，预测任一个用

户对任一个物品的喜好度。其中  表示第  用户对第  个物品的喜好度，  表示用户 

 对物品  的喜好度，  表示物品  和  之间的相似度，注意这里除以  是为了

进行归一化。从这个公式可以看出，如果  越大，  对最终  的影响越大，反之

如果  越小，  对最终  的影响越小，充分体现了“基于相似物品”的推荐。

类似地，用户喜好程度的不一致性，同样会影响相似物品查找的效果，并最终影响推荐结

果。我们也需要对于原始的喜好度矩阵，按照用户的维度对用户的所有喜好度，进行归一化

或者标准化处理。

总结

isj1 j2 j1

j2 Xj1 X j1 Xj2 X j2

L2

pi,j i j xi,k

i k isk,j k j Σisk,j

isk,j xi,k pi,j

isk,j xi,k pi,j



今天我首先简要地介绍了推荐系统的概念和主要思想。为了给用户提供可靠的结果，推荐系

统需要充分挖掘历史数据中，用户和物品之间的关系。协同过滤的推荐算法就很好地体现了

这一点。

一旦涉及用户和物品的这种二元关系，矩阵就有用武之地了。我通过矩阵来表示用户和物品

的关系，并通过矩阵计算来获得协同过滤的结果。协同过滤分为基于用户的过滤和基于物品

的过滤两种，它们的核心思想都是相同的，因此矩阵操作也是类似的。在这两个应用场景

下，矩阵点乘体现了多个用户或者物品之间的相似程度，以及聚集后的相似程度所导致的最

终推荐结果。

当然，基于用户和物品间关系的推荐算法有很多，对矩阵的操作也远远不止点乘、按行求

和、元素对应乘除法。我后面会介绍如何使用矩阵的主成分分析或奇异值分解，来进行物品

的推荐。

思考题

我在介绍推荐算法时，提到了基于物品的协同过滤。请参照基于用户的协同过滤，写出相应

的矩阵操作步骤。

欢迎留言和我分享，也欢迎你在留言区写下今天的学习笔记。你可以点击“请朋友读”，把

今天的内容分享给你的好友，和他一起精进。
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基于物品的协同过滤矩阵操作： 
 
Y = X'·X 
 
物品相似度： …
展开

Feng.X
2019-03-13

 1

老师，矩阵USR里的数字看着是对矩阵USP按行求和，为什么不是像文中所述的对矩阵US
按行求和？

作者回复: 这里USR的内容有笔误，应该是对US按行求和，我稍后改一下

拉欧
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基于物品的相似度计算时，物品喜好度矩阵是用户喜好度矩阵的转置，是这样吗？ 
是选择基于用户的协同过滤还是基于物品的协同过滤，要考虑用户和物品哪一个维度数量
比较少，相乘后产生的矩阵小，可以这样理解么？

展开

作者回复: 第一个理解是对的。 

第二个观点从效率的角度出发是合理的，不过也要结合具体实践中推荐的效果好坏来选择具体的

算法，效率只是一方面。
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