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你好，我是黄申。

之前我使用 Boston Housing 的数据，阐述了如何使用多元线性回归。可是，计算机系统

究竟是如何根据观测到的数据，来拟合线性回归模型呢？这两节，我就从最简单的线性方程

组出发，来说说如何求解线性回归的问题。

在第 29 讲中，我讲过机器学习中两类很重要的方法：回归分析以及线性回归。回归分析属

于监督式学习算法，主要研究一个或多个随机变量 ， ，…，  与另一些变量 ，

，…，  之间的关系。其中，我们将  称为因变量，

 称为自变量。按照不同的维度，我们可以把回归分为三种。
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按照自变量数量，当自变量  的个数大于 1 时就是多元回归。x
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高斯消元法

对于回归分析来说，最简单的情形是只有一个自变量和一个因变量，且它们大体上是有线性

关系的，这就是一元线性回归。对应的模型很简单，就是 。这里的 

是自变量，  是因变量，  是截距，b 是自变量的系数。前面这些你估计都很熟悉，最后

还有个 ，这表示随机误差，只不过我们通常假定随机误差的均值为 。进一步来说，如果

我们暂时不考虑 a 和ε，把它扩展为多元的形式，那么就可以得到类似下面这种形式的方

程：

假设我们有多个这样的方程，就能构成线性方程组，我这里列出一个例子。

 

 

对于上面这个方程组，如果存在至少一组  和  使得三个方程都成立，那么就叫方

程有解；如果没有，那么我们就说方程无解。如果方程有解，那么解可能是唯一，也可能是

多个。我们通常关心的是，方程组是不是有解，以及  一直到  分别是多少。

为了实现这个目的，人们想了很多方法来求解方程组，这些方法看起来多种多样，其实主要

就是两大类，直接法和迭代法。

直接法就是通过有限次的算术运算，计算精确解。而迭代法，我们在第 3 讲就提到过，它

是一种不断用变量的旧值递推新值的过程。我们可以用迭代法不断地逼近方程的精确解。

这里，我就从上面这个方程组的例子出发，阐述最常见的高斯消元法，以及如何使用矩阵操

作来实现它。

按照因变量数量，当因变量  个数大于 1 时就是多重回归。y

按照模型种类，如果因变量和自变量为线性关系时，就是线性回归模型；如果因变量和自

变量为非线性关系时时，就是非线性回归分析模型。
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高斯消元法主要分为两步，消元（Forward Elimination）和回代（Back Substitution）。

所谓消元，就是要减少某些方程中元的数量。如果某个方程中的元只剩一个了  了，那

么这个自变量  的解就能知道了。所谓的回代，就是把已知的解  代入到方程式中，

求出其他未知的解。

我们先从消元开始，来看这个方程组。

 

 

首先保持第一个方程不变，然后消除第二个和第三个方程中的 。对于第二个方程，方法

是让第二个方程式减去第一个方程式的两倍，方程的左侧为：

方程的右侧变为：

所以第二个方程变为：

这样三个方程式就变为：

 

 

对于第三个方程同样如此，我们需要去掉其中的 。方法是让第三个方程减去第一个方

程，之后三个方程式变为：
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至此，我们使用第一个方程式作为参照，消除了第二个和第三个方程式中的 ，我们称这

里的第一个方程式为“主元行”。

接下来，我们要把第二个方程式作为“主元行”，来消除第三个方程中的 。你应该能发

现，第二个方程中的  已经没有了，失去了参照，这个时候我们需要把第二个方程和第三

个方程互换，变为：

 

 

到了这个时候，由于第三个方程以及没有  了，所以无需再消元。如果还有 ，那么就

需要参照第二个方程式来消除第三个方程中的 。

观察一下现在的方程组，第一个方程有 3 个自变量，第二个方程有 2 个自变量，第三个方

程只有 1 个自变量。这个时候，我们就可以从第三个方程开始，开始回代的过程了。通过

第三个方程，显然我们可以得到 ，然后把这个值代入第二个方程，就可以得到 

。最后把  和  的值代入第一个方程式，我们可以得到 。

使用矩阵实现高斯消元法

如果方程和元的数量很小，那么高斯消元法并不难理解。可是如果方程和元的数量很多，整

个过程就变得比较繁琐了。实际上，我们可以把高斯消元法转为矩阵的操作，便于自己的理

解和记忆。

为了进行矩阵操作，首先我们要把方程中的系数  转成矩阵，我们把这个矩阵记作 。对

于上面的方程组示例，系数矩阵为：
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那么，最终我们通过消元，把系数矩阵 B 变为：

从次可以看出，消元的过程就是把原始的系数矩阵变为上三角矩阵。这里的上三角矩阵表

示，矩阵中只有主对角线以及主对角线以上的三角部分里有数字。我们用  表示上三角矩

阵。

而回代呢，我们最终得到的结果是：

 

 

我们可以把这几个结果看作：

 

 

U

= 71x1

= −86x2

= −56x3

1 ⋅ + 0 ⋅ + 0 ⋅ = 71x1 x2 x3

0 ⋅ + 1 ⋅ + 0 ⋅ = −86x1 x2 x3

0 ⋅ + 0 ⋅ + 1 ⋅ = −56x1 x2 x3



再把系数写成矩阵的形式，就是：

发现没？这其实就是单位矩阵。所以说，回代的过程是把上三角矩阵变为单位矩阵的过程。

为了便于后面的回代计算，我们也可以把方程式等号右边的值加入到系数矩阵，我们称这个

新的矩阵为增广矩阵，我把这个矩阵记为 。

好，现在让我们来观察一下这个增广矩阵 。

对于这个矩阵，我们的最终目标是，把除了最后一列之外的部分，变成单位矩阵，而此时最

后一列中的每个值，就是每个自变量所对应的解了。

之前我已经讲过矩阵相乘在向量空间模型、PageRank 算法和协同过滤推荐中的应用。这

里，我们同样可以使用这种操作来进行消元。为了方便你理解，我们可以遵循之前消元的步

骤一步步来看。

A
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还记得这个方程组消元的第一步吗？对，首先保持第一个方程不变，然后消除第二个和第三

个方程中的 。这就意味着要把  和 ，  变为 。

对于第一个方程式，如果要保持它不变，我们可以让向量  左乘 。对于第二个方

程，具体操作是让第二个方程式减去第一个方程式的两倍，达到消除  的目的。我们可以

让向量  左乘 。对于第三个方程式，具体操作是让第三个方程式减去第一个方

程式，达到消除  的目的。我们可以让向量  左乘 。我们使用这三个行向量

组成一个矩阵 。

因此，我们可是用下面这个矩阵  和  的点乘，来实现消除第二个和第三个方程式中 

 的目的。

你会发现，由于使用了增广矩阵，矩阵中最右边的一列，也就是方程等号右边的数值也会随

之发生改变。

下一步是消除第三个方程中的 。依照之前的经验，我们要把第二个方程式作为“主元

行”，来消除第三个方程中的 。可是第二个方程中的  已经没有了，失去了参照，这

个时候我们需要把第二个方程和第三个方程互换。这种互换的操作如何使用矩阵来实现呢？

其实不难，例如使用下面这个矩阵  左乘增广矩阵 。

x1 A2，1 A3 1 0
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[−2, 1, 0] A

x1 [−1, 0, 1] A
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上面这个矩阵第一行  的意思就是我们只取第一行的方程，而第二行  的意思是

只取第三个方程，而第三行  表示只取第二个方程。

我们先让  左乘 ，然后再让  左乘  的结果，就能得到消元后的系数矩阵。

我们把  点乘  的结果记作 ，并把  称为消元矩阵。

[100] [001]

[010]

E1 A E2 E1A

E1 E2 E3 E3



对于目前的结果矩阵来说，除了最后一列，它已经变成了一个上三角矩阵，也就是说消元步

骤完成。接下来，我们要使得最后一列之外的部分变成一个单位矩阵，就能得到最终的方程

组解。和消元不同的是，我们将从最后一行开始。对于最后一个方程，我们只需要把所有系

数取反就行了，所以会使用下面这个矩阵  实现。

接下来要去掉第二个方程中的 ，我们要把第二个方程减去 3 倍的第三个方程，然后除以

-2。首先是减去 3 倍的第三个方程。

然后把第二个方程除以 -2。

S1

x3



最后，对于第一个方程，我们要把第一个方程减去第二个和第三个方程，最后除以 2，我把

这几步合并了，并列在下方。

最终，结果矩阵的最后一列就是方程组的解。我们把回代部分的矩阵，都点乘起来。

而消元矩阵  为：

我们可以让矩阵  左乘矩阵 ，就会得到下面的结果。

E3

S E3



我们把这个矩阵记作 ，把乘以最初的系数矩阵 ，就得到了一个单位矩阵。根据逆矩

阵的定义，  就是  的逆矩阵。换个角度来思考，使用消元法进行线性方程组求解的过

程，就是在找系数矩阵的逆矩阵的过程。

总结

今天我们一起探讨了求解线性方程组最常见的方法之一，高斯消元法。这个方法主要包含了

消元和回代两个步骤。这些步骤都可以使用矩阵的操作来进行。从矩阵的角度来说，消元就

是把系数矩阵变为上三角矩阵，而回代是把这个上三角矩阵变为单位矩阵。我们可以直接把

用于消元和回代的矩阵，用于由系数和因变量值组成的增广矩阵，并获得最终的方程解。

线性方程组的概念，也是线性回归分析的基础。在线性回归时，我们也能获得由很多观测数

据值所组成的方程组。但是，在进行线性回归分析时，方程组的处理方式和普通的方程组求

解有一些不同。其中有两个最主要的区别。

第一个区别是，在线性回归分析中，样本数据会告诉我们自变量和因变量的值，要求的是系

数。而在线性方程组中，我们已知系数和因变量的值，要求的是自变量的值。

第二个区别是，在线性回归分析中，方程的数量要远远大于自变量的数量，而且我们不要求

每个方程式都是完全成立。这里，不要求完全成立的意思是，拟合出来的因变量值可以和样

本数据给定的因变量值存在差异，也就允许模型拟合存在误差。模型拟合的概念我在上一模

块的总结篇中重点讲解了，所以你应该能理解，模型的拟合不可能 100% 完美，这和我们

求解线性方程组精确解的概念是不同的。

正是因为这两点差异，我们无法直接使用消元法来求解线性回归。下一节，我会来详细解

释，如何使用最小二乘法来解决线性回归的问题。

思考题

SE B

SE B



请分别写出下面这个方程组的消元矩阵和回代矩阵，并求出最终的解。

 

 

 

欢迎留言和我分享，也欢迎你在留言区写下今天的学习笔记。你可以点击“请朋友读”，把

今天的内容分享给你的好友，和他一起精进。
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− 2 + − 4 = 4x1 x2 x3 x4

− + = −3x2 x3 x4

+ 3 + = 1x1 x2 x4

−7 + 3 + = −3x2 x3 x4

上一篇 38 | 矩阵（下）：如何使用矩阵操作进行协同过滤推荐？

下一篇 40 | 线性回归（中）：如何使用最小二乘法进行直线拟合？
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消元矩阵： 
$$ 
\mathbf{E}_4 = \mathbf{E}_3 \mathbf{E}_{2} \mathbf{E_{1}} = \begin{vmatrix}
1&0&0&0\\0&1&0&0\\-1&-5&1&0\\-1&2&1&1\\\end{vmatrix} 
$$ …
展开

宋晓明
2019-03-25

 1

蒙圈了
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解决了以前学习时的很多疑惑，理清了矩阵计算的依据，讲解清晰！！！

作者回复: 很高兴对你有帮助！
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比考研资料都讲的要清楚！！！
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作者回复: 谢谢支持，我们的主旨就是交付清楚每个知识点


