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你好，我是黄申，今天我们继续来聊 PCA 主成分分析的下半部分。

上一节，我们讲解了一种特征降维的方法：PCA 主成分分析。这个方法主要是利用不同维

度特征之间的协方差，构造一个协方差矩阵，然后获取这个矩阵的特征值和特征向量。根据

特征值的大小，我们可以选取那些更为重要的特征向量，或者说主成分。最终，根据这些主

成分，我们就可以对原始的数据矩阵进行降维。

PCA 方法的操作步骤有些繁琐，并且背后的理论支持也不是很直观，因此对于初学者来说

并不好理解。考虑到这些，我今天会使用一个具体的矩阵示例，详细讲解每一步操作的过程

和结果，并辅以基于 Python 的核心代码进行分析验证。除此之外，我还会从多个角度出

发，分析 PCA 方法背后的理论，帮助你进一步的理解和记忆。





 下载APP 

加微信：642945106 发送“赠送”领取赠送精品课程 
发数字“2”获取众筹列表



基于 Python 的案例分析

这么说可能有一些抽象，让我使用一个具体的案例来帮你理解。假设我们有一个样本集合，

包含了 3 个样本，每个样本有 3 维特征 ，  和 。

在标准化的时候，需要注意的是，我们的分母都使用 m 而不是 m-1，这是为了和之后

Python 中 sklearn 库的默认实现保持一致。

首先需要获取标准化之后的数据。

第一维特征的数据是 1，2，-3。平均值是 0，方差是

标准化之后第一维特征的数据是 1/2.16=0.463，2/2.16=0.926，-3/2.16=-1.389。以此

类推，我们可以获得第二个维度和第三个维度标准化之后的数据。

当然，全部手动计算工作量不小，这时可以让计算机做它擅长的事情：重复性计算。下面的

Python 代码展示了如何对样本矩阵的数据进行标准化。
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from numpy import *
from numpy import linalg as LA
from sklearn.preprocessing import scale
 
# 原始数据，包含了 3 个样本和 3 个特征，每一行表示一个样本，每一列表示一维特征

x = mat([[1,3,-7],[2,5,-14],[-3,-7,2]])
 
# 矩阵按列进行标准化

x_s = scale(x, with_mean=True, with_std=True, axis=0)
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其中，scale 函数使用了 axis=0，表示对列进行标准化，因为目前的矩阵排列中，每一列

代表一个特征维度，这点需要注意。如果矩阵排列中每一行代表一个特征维度，那么可以使

用 axis=1 对行进行标准化。

最终标准化之后的矩阵是这样的：

接下来是协方差的计算。对于第 1 维向量的方差，有

第 1 维和第 2 维向量之间的协方差是

以此类推，我们就可以获得完整的协方差矩阵。同样的，为了减少推算的工作量，我们可以

使用 Python 代码获得协方差矩阵。

10 print(" 标准化后的矩阵：", x_s)
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# 计算协方差矩阵，注意这里需要先进行转置，因为这里的函数是看行与行之间的协方差

x_cov = cov(x_s.transpose())
# 输出协方差矩阵

print(" 协方差矩阵：\n", x_cov, "\n")
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和 sklearn 中的标准化函数 scale 有所不同，numpy 中的协方差函数 cov 除以的是 (m-

1)，而不是 m。最终完整的协方差矩阵是：

然后，我们要求解协方差矩阵的特征值和特征向量。

最后化简为：

 

所以  有 3 个近似解，分别是 0、0.0777 和 4.4223。

特征向量的求解过程如果手动推算比较繁琐，我们还是利用 Python 语言直接求出特征值和

对应的特征向量。

− + 4.5 = 0.343λ = 0λ3 λ2

λ(0.0777 − λ)(λ − 4.4223) = 0

λ

1

2

3

4

# 求协方差矩阵的特征值和特征向量

eigVals,eigVects = LA.eig(x_cov)
print(" 协方差矩阵的特征值：", eigVals)
print(" 协方差的特征向量（主成分）：\n", eigVects, "\n")
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我们可以得到三个特征值及它们对应的特征向量。

需要注意，Python 代码输出的特征向量是列向量，而我表格中列出的是行向量。

我使用下面的这段代码，找出特征值最大的特征向量，也就是最重要的主成分，然后利用这

个主成分，对原始的样本矩阵进行变换。

很明显，最大的特征值是 4.422311507725755，对应的特征向量是 [-0.58077228

-0.57896098 0.57228292]。变换后的样本矩阵是：
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# 找到最大的特征值，及其对应的特征向量

max_eigVal = -1
max_eigVal_index = -1
 
for i in range(0, eigVals.size):
    if (eigVals[i] > max_eigVal):
        max_eigVal = eigVals[i]
        max_eigVal_index = i
 
    eigVect_with_max_eigVal = eigVects[:,max_eigVal_index]
 
# 输出最大的特征值及其对应的特征向量，也就是第一个主成分

print(" 最大的特征值：", max_eigVal)
print(" 最大特征值所对应的特征向量：", eigVect_with_max_eigVal)
 
# 输出变换后的数据矩阵。注意，这里的三个值是表示三个样本，而特征从 3 维变为 1 维了。

print(" 变换后的数据矩阵：", x_s.dot(eigVect_with_max_eigVal), "\n")
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它从原来的 3 个特征维度降维 1 个特征维度了。

Python 的 sklearn 库也实现了 PCA，我们可以通过下面的代码来尝试一下。

这段代码中，我把输出的主成分设置为 2，也就是说挑出前 2 个最重要的主成分。相应

的，变化后的样本矩阵有 2 个特征维度。
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from sklearn.decomposition import PCA
 
# 挑选前 2 个主成分

pca = PCA(n_components=2)
 
# 进行 PCA 分析

pca.fit(x_s)
 
# 输出变换后的数据矩阵。注意，这里的三个值是表示三个样本，而特征从 3 维变为 1 维了。

print(" 方差（特征值）: ", pca.explained_variance_)
print(" 主成分（特征向量）", pca.components_)
print(" 变换后的样本矩阵：", pca.transform(x_s))
print(" 信息量: ", pca.explained_variance_ratio_)
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除了输出主成分和变换后的矩阵，sklearn 的 PCA 分析还提供了信息量的数据。

它是各个主成分的方差所占的比例，表示第一个主成分包含了原始样本矩阵中的 98.27%

的信息，而第二个主成分包含了原始样本矩阵中的 1.73% 的信息，可想而知，最后一个主

成分提供的信息量基本为 0 了，我们可以忽略不计了。如果我们觉得 95% 以上的信息量就

足够了，那么就可以只保留第一个主成分，把原始的样本矩阵的特征维度降到 1 维。

当然，学习的更高境界，不是仅仅“知其然”，还要做到“知其所以然”。即使现在你对

PCA 的操作步骤了如指掌，可能还是有不少疑惑，比如，为什么我们要使用协方差矩阵？

这个矩阵的特征值和特征向量又表示什么？为什么选择特征值最大的主成分，就能涵盖最多

的信息量呢？不用着急，接下来，我会给你做出更透彻的解释，让你不仅明白如何进行

PCA 分析，同时还明白为什么要这么做。

PCA 背后的核心思想

为什么要使用协方差矩阵？

首先要回答的第一个问题是，为什么我们要使用样本数据中，各个维度之间的协方差，来构

建一个新的协方差矩阵？要弄清楚这一点，首先要回到 PCA 最终的目标：降维。降维就是

要去除那些表达信息量少，或者冗余的维度。

我们首先来看如何定义维度的信息量大小。这里我们认为样本在某个特征上的差异就越大，

那么这个特征包含的信息量就越大，就越重要。相反，信息量就越小，需要被过滤掉。很自

然，我们就能想到使用某维特征的方差来定义样本在这个特征维度上的差异。

另一方面，我们要看如何发现冗余的信息。如果两种特征是有很高的相关性，那我们可以从

一个维度的值推算出另一个维度的值，所表达的信息就是重复的。在概率和统计模块，我介

绍过多个变量间的相关性，而在实际运用中，我们可以使用皮尔森（Pearson）相关系数，

来描述两个变量之间的线性相关程度。这个系数的取值范围是 ，绝对值越大，说明

相关性越高，正数表示正相关，负数表示负相关。

1 信息量:  [0.98273589 0.01726411]
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我使用下面这张图，来表示正相关和负相关的涵义。左侧  曲线和  曲线有非常近似的

变化趋势，当  上升  往往也是上升的，  下降  往往也下降，这表示两者有较强的

正相关性。右侧  和  两者相反，当  上升的时候，  往往是下降的，  下降的时

候，  往往是上升，这表示两者有较强的负相关性。

皮尔森系数计算公式如下：

其中  表示向量维度，  和  分别为两个特征维度  和  在第  个采样上的数值。 

 和  分别表示两个特征维度上所有样本的均值，  和  分别表示两个特征维度上

所有样本的标准差。

我把皮尔森系数的公式稍加变化，你来观察一下皮尔森系数和协方差之间的关系。
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你看，变换后的分子不就是协方差吗？而分母类似于标准化数据中的分母。所以在本质上，

皮尔森相关系数和数据标准化后的协方差是一致的。

考虑到协方差既可以衡量信息量的大小，也可以衡量不同维度之间的相关性，因此我们就使

用各个维度之间的协方差所构成的矩阵，作为 PCA 分析的对象。就如前面说讲述的，这个

协方差矩阵主对角线上的元素是各维度上的方差，也就体现了信息量，而其他元素是两两维

度间的协方差，也就体现了相关性。

既然协方差矩阵提供了我们所需要的方差和相关性，那么下一步，我们就要考虑对这个矩阵

进行怎样的操作了。

为什么要计算协方差矩阵的特征值和特征向量？

关于这点，我们可以从两个角度来理解。

第一个角度是对角矩阵。所谓对角矩阵，就是说只有矩阵主对角线之上的元素有非 0 值，

而其他元素的值都为 0。我们刚刚解释了协方差矩阵的主对角线上，都是表示信息量的方

差，而其他元素都是表示相关性的协方差。既然我们希望尽可能保留大信息量的维度，而去

除相关的维度，那么就意味着我们希望对协方差进行对角化，尽可能地使得矩阵只有主对角

线上有非 0 元素。



假如我们确实可以把矩阵尽可能的对角化，那么对角化之后的矩阵，它的主对角线上元素就

是、或者接近矩阵的特征值，而特征值本身又表示了转换后的方差，也就是信息量。而此

时，对应的各个特征向量之间是基本正交的，也就是相关性极低甚至没有相关性。

第二个角度是特征值和特征向量的几何意义。在向量空间中，对某个向量左乘一个矩阵，实

际上是对这个向量进行了一次变换。在这个变换的过程中，被左乘的向量主要发生旋转和伸

缩这两种变化。如果左乘矩阵对某一个向量或某些向量只发生伸缩变换，不对这些向量产生

旋转的效果，那么这些向量就称为这个矩阵的特征向量，而伸缩的比例就是特征值。换句话

来说，某个矩阵的特征向量表示了这个矩阵在空间中的变换方向，这些方向都是趋于正交

的，而特征值表示每个方向上伸缩的比例。

如果一个特征值很大，那么说明在对应的特征向量所表示的方向上，伸缩幅度很大。这也是

为什么，我们需要使用原始的数据去左乘这个特征向量，来获取降维后的新数据。因为这样

做可以帮助我们找到一个方向，让它最大程度地包含原有的信息。需要注意的是，这个新的

方向，往往不代表原始的特征，而是多个原始特征的组合和缩放。

小结

这两节，我详细讲解了 PCA 主成分分析法，它是一种针对数值型特征、较为通用的降维方

法。和特征选择不同，它并不需要监督式学习中的样本标签，而是从不同维度特征之间的关

系出发，进行了一系列的操作和分析。主要步骤包括，标准化原始的数据矩阵、构建协方差

矩阵、计算这种协方差矩阵的特征值和特征向量、挑选较大特征值所对应的特征向量、进行

原始特征数据的转换。如果排名靠前的特征向量，或者说主成分，已经包括了足够的信息

量，那么我们就可以通过选择较少的主成分，对原始的样本矩阵进行转换，从而达到降维的

目的。

PCA 方法一开始不是很好理解，其主要的原因之一是它背后的核心思想并不是很直观。为

此，我详细解释了为什么 PCA 会从标准化和协方差入手来构建协方差矩阵。对于同类的特

征来说，标准化之后的协方差就是方差，表示了这一维特征所包含的信息量。而对于不同类

的特征来说，标准化之后的协方差体现了这两维特征的相关性。鉴于这两个特性，我们需要

求解协方差矩阵的特征值和特征向量。如果你弄清楚了这几个关键点，那么 PCA 方法也就

不难理解了。
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到目前为止，我们讲解了两种特征降维的方法。第一，在监督式学习中，基于分类标签的特

征选择；第二，基于特征协方差矩阵的 PCA 主成分分析。请尝试从你自己的理解，来说说

这两种降维方法各自的优缺点。

欢迎留言和我分享，也欢迎你在留言区写下今天的学习笔记。你可以点击“请朋友读”，把

今天的内容分享给你的好友，和他一起精进。
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上一篇 42 | PCA主成分分析（上）：如何利用协方差矩阵来降维？

下一篇 44 | 奇异值分解：如何挖掘潜在的语义关系？
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思考题： 
基于分类的特征选择 
优点：可以根据标签，有针对性地选择特征，可解释性强； 
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缺点：若是已有的特征未能反映数据的本质关系，可能会起不到精简特征的作用，因为每
个特征几乎同等地重要。 …
展开

作者回复: 写得很到位

余泽锋
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关于选择协方差作为PCA分析的对象，有些困惑。 
本质上，皮尔森系数和数据标准化的协方差是一致的，那么皮尔森系数是不是跟协方差一
样可以拿来衡量信息量的大小和不同维度之间的相关性。 
那么选择协方差或者皮尔森系数作为PCA分析的对象岂不是差不多？

展开

作者回复: 理论上来说确实如此，我们可以通过代码来比较一下结果。
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思考题： 
分类的特征选择 
基于人工主观意识 
 …
展开
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「可对角化的矩阵，对角化后对角线上的元素就是特征值」 
https://blog.csdn.net/danieljianfeng/article/details/22171581
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老师你好，问一下离散型的纬度是不是不适合参与这种方式降纬啊？如果有纬度是离散
的，那应该怎么处理呢？

展开

作者回复: 只要是数值型，如果是离散的也是可以的。如果不是数值型，要看看能否转换成数值

型，以及转成数值型之后大小变化是否还有意义。
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基于分类标签的特征选择是监督式的，基于PCA的主成分分析是非监督式的，前者需要测
试数据进行学习，后者不需要，可以这么理解么？

展开

作者回复: 理解的没错




