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在人工智能的研究中，数理统计同样不可或缺。基础的统计理论有助于对机器学习的算法和

数据挖掘的结果做出解释，只有做出合理的解读，数据的价值才能够体现。数理统计

（mathematical statistics）根据观察或实验得到的数据来研究随机现象，并对研究对象

的客观规律做出合理的估计和判断。

虽然数理统计以概率论为理论基础，但两者之间存在方法上的本质区别。概率论作用的前提

是随机变量的分布已知，根据已知的分布来分析随机变量的特征与规律；数理统计的研究对

象则是未知分布的随机变量，研究方法是对随机变量进行独立重复的观察，根据得到的观察

结果对原始分布做出推断。

用一句不严谨但直观的话讲：数理统计可以看成是逆向的概率论。用买彩票打个比方，概率

论解决的是根据已知的摇奖规律判断一注号码中奖的可能性，数理统计解决的则是根据之前
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多次中奖 / 不中奖的号码记录以一定的精确性推测摇奖的规律，虽然这种尝试往往无功而

返。

在数理统计中，可用的资源是有限的数据集合，这个有限数据集被称为样本（sample）。

相应地，观察对象所有的可能取值被称为总体（population）。数理统计的任务就是根据

样本推断总体的数字特征。样本通常由对总体进行多次独立的重复观测而得到，这保证了不

同的样本值之间相互独立，并且都与总体具有相同的分布。

在统计推断中，应用的往往不是样本本身，而是被称为统计量的样本的函数。统计量本身是

一个随机变量，是用来进行统计推断的工具。样本均值和样本方差是两个最重要的统计量：

统计推断的基本问题可以分为两大类：参数估计（estimation theory）和假设检验

（hypothesis test）。

参数估计

参数估计是通过随机抽取的样本来估计总体分布的方法，又可以进一步划分为点估计

（point estimation）和区间估计（interval estimation）。在已知总体分布函数形式，但

未知其一个或者多个参数时，借助于总体的一个样本来估计未知参数的取值就是参数的点估

计。点估计的核心在于构造合适的统计量 ，并用这个统计量的观察值作为未知参数  的

近似值。点估计的具体方法包括矩估计法（method of moments）和最大似然估计法

（maximum likelihood estimation）。

矩表示的是随机变量的分布特征，  阶矩的定义为随机变量的  次方的均值，即 

。矩估计法的思想在于用样本的  阶矩估计总体的  阶矩，其理论依据在于样本

矩的函数几乎处处收敛于总体矩的相应函数，这意味着当样本的容量足够大时，几乎每次都

可以根据样本参数得到相应总体参数的近似值。

相对于基于大数定律的矩估计法，最大似然估计法源于频率学派看待概率的方式。对最大似

然估计的直观理解是：既然抽样得到的是已有的样本值，就可以认为取到这一组样本值的概

率较大，因而在估计参数  的时候就需要让已有样本值出现的可能性最大。
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在最大似然估计中，似然函数被定义为样本观测值出现的概率，确定未知参数的准则是让似

然函数的取值最大化，也就是微积分中求解函数最大值的问题。由于不同的样本值之间相互

独立，因而似然函数可以写成若干概率质量函数 / 概率密度函数相乘的形式，并进一步转

化为对数方程求解。

矩估计法和最大似然估计法代表了两种推断总体参数的思路，但对于同一个参数，用不同的

估计方法求出的估计量很可能存在差异，这就引出了如何对估计量进行评价的问题。在实际

应用中，估计量的评价通常要考虑以下三个基本标准。

以上三个要求构成了对点估计量的整体判定标准。无偏性意味着给定样本值时，根据估计量

得到的估计值可能比真实值更大，也可能更小。但如果保持估计量的构造不变，而是进行多

次重新抽样，每次都用新的样本计算估计值，那么这些估计值与未知参数真实值的偏差在平

均意义上等于 0，这意味着不存在系统误差。

虽然估计值与真实值之间的偏差不可避免，但个体意义上的偏差越小意味着估计的性能越精

确，有效性度量的正是估计量和真实值之间的偏离程度。而偏离程度不仅仅取决于估计量的

构造方式，还取决于样本容量的大小，一致性考虑的就是样本容量的影响。一致性表示的是

随着样本容量的增大，估计量的值将稳定在未知参数的真实值上。不具备一致性的估计量永

远无法将未知参数估计得足够精确，因而是不可取的。

对估计量的判别标准涉及了估计误差的影响，这是和估计值同样重要的参量。在估计未知参

数  的过程中，除了求出估计量，还需要估计出一个区间，并且确定这个区间包含  真实

值的可信程度。在数理统计中，这个区间被称为置信区间（confidence interval），这种

估计方式则被称为区间估计。

置信区间可以用如下的方式直观解释：对总体反复抽样多次，每次得到容量相同的样本，则

根据每一组样本值都可以确定出一个置信区间 ，其上界和下界是样本的两个统计

量，分别代表了置信上限和置信下限。

无偏性：估计量的数学期望等于未知参数的真实值；

有效性：无偏估计量的方差尽可能小；

一致性：当样本容量趋近于无穷时，估计量依概率收敛于未知参数的真实值。
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每个置信区间都存在两种可能性：包含  的真实值或不包含  的真实值。如果对所有置信

区间中包含  真实值的比率进行统计，得到的比值就是置信水平。因此，区间估计相当于

在点估计的基础上进一步提供了取值范围和误差界限，分别对应着置信区间和置信水平。

假设检验

参数估计的对象是总体的某个参数，假设检验的对象则是关于总体的某个论断，即关于总体

的假设。假设检验中的假设包含原假设  和备择假设 ；检验的过程就是根据样本在 

 和  之间选择一个接受的过程。

理想的情况是假设 ( ) 为真并且这个假设被接受。但由于检验是基于样本做出的，错

误的决策终归会出现，其形式可以分为两种：第 I 类错误对应假设  为真但是被拒绝的

情况，也就是“弃真”类型的错误；第 II 类错误对应假设  不真但是被接受的情况，也

就是“取伪”类型的错误。

假设检验的思维方式建立在全称命题只能被证伪不能被证实的基础上。要证明原假设 

为真，更容易的方法是证明备择假设  为假，因为只要能够举出一个反例就够了。但在

假设检验中，反例并非绝对意义上对假设的违背，而是以小概率事件的形式出现。

在数理统计中，发生概率小于 1% 的事件被称作小概率事件，在单次实验中被认为是不可

能发生的。如果在一次观测得到的样本中出现了小概率事件，那么就有理由认为这不是真正

意义上的小概率事件，原始的假设也就此被推翻。如果是备择假设被推翻，就意味着接受原

假设；反之，如果是原假设被推翻，则意味着拒绝原假设。

从数理统计的角度看，监督学习算法的任务就是在假设空间中搜索能够针对特定问题做出良

好预测的假设。学习器通过对测试数据集的学习得到具有普适性的模型，这个模型适用于不

属于测试集的新样本的能力被称为泛化能力。显然，泛化能力越强，学习器就越好。

假设检验的作用就在于根据学习器在测试集上的性能推断其泛化能力的强弱，并确定所得结

论的精确程度，可以进一步推广为比较不同学习器的性能。由于度量学习器性能的常用指标

是错误率，假设检验中的假设就是对学习器的泛化错误率的推断，推断的依据就是在测试数

据集上的测试错误率。具体的检验方式有很多种，在此不做赘述。

除了推断之外，对泛化性能的解释也是机器学习算法分析的重要内容。泛化误差的构成可以

分为三部分：偏差（bias）、方差（variance）和噪声（noise）。
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偏差表示算法预测值和真实结果之间的偏离程度，刻画的是模型的欠拟合特性；方差表示数

据的扰动对预测性能的影响，刻画的是模型的过拟合特性；噪声表示在当前学习任务上能够

达到的最小泛化误差，刻画的是任务本身的难度。对任何实际的模型来说，偏差和方差都难

以实现同时优化，反映出欠拟合与过拟合之间难以调和的矛盾。

今天我和你分享了人工智能必备的数理统计基础，着重于抽象概念的解释而非具体的数学公

式，其要点如下：

既然机器学习和数理统计关注的都是利用数据提取信息或者规律，机器学习中的很多算法也

依赖于数理统计作为基础，那么如何看待两者之间的区别和联系呢？

欢迎发表你的观点。

数理统计的任务是根据可观察的样本反过来推断总体的性质；

推断的工具是统计量，统计量是样本的函数，是个随机变量；

参数估计通过随机抽取的样本来估计总体分布的未知参数，包括点估计和区间估计；

假设检验通过随机抽取的样本来接受或拒绝关于总体的某个判断，常用于估计机器学习模

型的泛化错误率。
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MJ小朋友
2017-12-18
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对我们大二学的概率论与数理统计这本书的总结

展开

小太白ding...
2018-02-07
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有点疑惑，数理统计 和 贝叶斯方法中的后验概率计算 之间有何区别和联系? 谢谢！

作者回复: 思路是类似的，但数理统计是从有限的数据出发进行推测，因此除了给出待估计的参数

的取值之外，还要计算出取值的可信程度，就像一个从不把话说死的人。

刘祯
2017-12-28
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继续补课中，数理统计更要花功夫了。我想了想，今天的思考题答案如下： 
 
两者的相同点在于，它们都是着眼于从数据中学习，探讨如何从数据中提取人们需要的信
息或规律，如何辅助人类决策或者分析。 
 …
展开

yunfeng
2018-01-16

 2

【数理统计与AI】数理统计是理论基础，AI是其一个应用场景，数理统计此基础科学的发
展，也会促进AI的发展，反之亦然。
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多动脑少废...
2017-12-24

 2

这篇文章可以当成数理统计的大纲，深入学习还是要看数理统计的教材

展开

胖胖胖
2019-05-21



研一快结束了，修完了矩阵论，数理统计，最优化和数值分析，重新来听了一遍，感觉讲
了很不错，讲的很精炼，但感觉对真正完全的初学者不是很友好。。。比如上学期刚开学
的我。。。

展开

进击的mosq...
2019-04-05



数理统计是机器学习中使用方法之一，是机器学习的工具。

展开

Zach_
2018-12-14



数理统计大纲，第三讲，打卡！

展开

Bellaxy
2018-11-07



全是干货。细节还要自己去看。
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forrest
2018-06-03



感觉数学都忘完了😱

展开



凡拾
2018-03-22



比较赞同“我觉得数理统计更偏向于从理论角度研究方法论，进而探讨如何应用。而机器
学习是基于一类场景，从解决问题的角度出发来寻找适合的方法，是数理统计在具体应用
层面的一个分支”

展开

吴文敏
2018-01-09



范化误差的三部分中，我知道偏差和方差是和模型相关的，我们可以通过调整假设改变模
型进而trade-off两者。噪音是和模型无关的吗？也就是说噪音表示当前学习任务的理论瓶
颈？

展开

作者回复: 关于噪声可以这么理解，因为再好的模型也不会降低问题的难度。梯子可以让你爬得更

好，却没法把墙变矮。

hockidogg...
2017-12-28
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我觉得数理统计更偏向于从理论角度研究方法论，进而探讨如何应用。而机器学习是基于
一类场景，从解决问题的角度出发来寻找适合的方法，是数理统计在具体应用层面的一个
分支。
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作者回复: 可以这么理解，机器学习的各种算法是数理统计思想的载体。

斌
2017-12-27



是不是要先学微积分和线性代数，然后学概率论和数理统计，最后再学统计学，才算有了
初步的基础。

秦龙君
2017-12-16
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学习了。

展开

一念
2017-12-15



开了眼界，棒。

展开


