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虽然异或问题成为感知器和早期神经网络的阿喀琉斯之踵，但它并非无解的问题。恰恰相

反，解决它的思路相当简单，就是将单层感知器变成多层感知器。下图就是一个多层感知器

的实例，这个包含单个隐藏层的神经网络能够完美地解决异或问题。
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（图片来自Machine Learning: An Algorithmic Perspective, 2nd Edition, Figure 4.2）

假定两个输入节点 A 和 B 的二进制输入分别为 1 和 0，则根据图中的权重系数可以计算出

神经元 C 的输入为 0.5，而神经元 D 的输入为 0。在由 C 和 D 构成的隐藏层中，由于 C

的输入大于 0，因而符号函数使其输出为 1；由于 D 的输入等于 0，符号函数则使其输出为

0。在输出节点的神经元 E 上，各路输入线性组合的结果为 0.5，因而 E 的输出，也是神经

网络整体的输出，为 1，与两个输入的异或相等。在此基础上可以进一步证明，这个神经网

络的运算规则就是异或操作的运算规则。

多层感知器（multilayer perceptron）包含一个或多个在输入节点和输出节点之间的隐藏

层（hidden layer），除了输入节点外，每个节点都是使用非线性激活函数的神经元。而

在不同层之间，多层感知器具有全连接性，即任意层中的每个神经元都与它前一层中的所有

神经元或者节点相连接，连接的强度由网络中的权重系数决定。多层感知器是一类前馈人工

神经网络（feedforward neural network）。网络中每一层神经元的输出都指向输出方

向，也就是向前馈送到下一层，直到获得整个网络的输出为止。

多层感知器的训练包括以下步骤：首先确定给定输入和当前权重下的输出，再将输出和真实

值相减得到误差函数，最后根据误差函数更新权重。在训练过程中，虽然信号的流向是输出

方向，但计算出的误差函数和信号传播的方向相反，也就是向输入方向传播的，正因如此，

这种学习方式得名反向传播（backpropagation）。反向传播算法通过求解误差函数关于

每个权重系数的偏导数，以此使误差最小化来训练整个网络。



在反向传播算法中，首先要明确误差函数的形式。当多层感知器具有多个输出时，每个分类

结果  与真实结果  之间都会存在误差。在单层感知器中，误差直接被定义为两者之间

的差值。但在多个输出的情形下，如果第一个输出神经元的误差大于零，第二个输出神经元

的误差小于零，这两部分误差就可能部分甚至完全抵消，造成分类结果准确无误的假象。

如何避免这个问题呢？

为了避免这个问题，在反向传播算法中，每个输出神经元的误差都被写成平方项的形式，整

个神经网络的误差则是所有输出神经元的误差之和。如此一来，误差函数就以二次型的形式

体现，也就避免了符号的影响。

明确定义了误差函数后，就要想方设法让它取得最小值。影响误差函数的因素无外乎三个：

输入信号、传递函数和权重系数。输入信号是完全不依赖于神经网络的外部信号，无法更

改；传递函数在网络设计过程中已经确定，同样无法更改；所以在算法执行的过程中，能够

更新的就只有权重系数了。

既然提到了传递函数，就有必要对多层感知器中的传递函数加以说明。单层感知器中使用的

符号函数有一个缺点：它是不连续的函数，因而不能在不连续点上求解微分。为了解决这个

弊端，多层感知器采用对数几率函数作为传递函数。还记得对数几率函数在哪里出现过吗？

没错，在机器学习中的逻辑回归算法当中。你可以回忆一下对数几率函数的表达式。

根据最优化理论，求解误差函数的最小值就要找到误差函数的梯度，再根据梯度调整权重系

数，使误差函数最小化。对误差函数的求解从输出节点开始，通过神经网络逆向传播，直到

回溯到输入节点。这背后的原理在于权重系数的变化对输出的影响方式并非直接修改，而是

通过隐藏层逐渐扩散。这样环环相扣的作用方式体现在数学上就是求导的链式法则。

链式法则是个非常有用的数学工具，它的思想是求解从权重系数到误差函数这个链条上每一

环的作用，再将每一环的作用相乘，得到的就是链条整体的效果。利用链式法则求出梯度

后，再以目标的负梯度方向对权重系数进行调整，以逐渐逼近误差函数的最小值。

将平方误差函数、对数几率函数、求导链式法则三大法宝放在一起，就可以召唤出反向传播

算法的流程：

1. 初始化网络中所有权重系数和阈值；
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2. 在前向计算中，将训练样本送入输入节点，在输出节点得到训练结果，再以平方误差形

式计算训练输出和真实输出之间的误差函数 ；

3. 在反向计算中，计算神经网络的局域梯度 ，并根据局域梯度和学习率  从输出层

到隐藏层对权重系数进行逐层更新 ；

4. 利用新样本训练多层感知器，迭代进行前向计算和反向计算，直到满足停止准则。

抛开冗杂的数学符号和运算不论，反向传播算法的原理其实并没有那么复杂。如果你能在头

脑中勾勒出包含单个隐藏层的多层感知器结构，那不妨直观想象一下当某个输入上出现细微

的扰动会导致什么结果？

由于层与层之间的连接方式是全连接，因而单个输入的微小变化会传递到所有的隐藏神经

元，每个隐藏神经元都会感受到来自输入的波动。由于隐藏神经元的输入是输入信号的线性

组合，因而输入端的扰动体现在隐藏神经元上就经过了一重权重系数的放大。经过权重系数

放大后的扰动又被送入非线性的传递函数里，传递函数输入端的扰动导致的输出端的改变就

要再乘以一个传递函数的导数作为放大因子。

上面的这个过程发生在单个的隐藏神经元上，而在隐藏层中每个神经元上发生的都是同样的

故事，所以整个网络的输出变化就等于所有隐藏神经元上由“权重系数 + 传递函数”计算

出的输出变化的总和。不难看出，误差函数对单个输入的偏导数就是“权重系数 + 传递函

数”的联合作用。

看到这儿你可能会问，说的这些都是输入信号的扰动对输出结果的影响方式，这和反向传播

有什么关系呢？当然有啦！当输入信号不变时，两个导数之间的关系就完全由权重系数的变

化决定。将上面过程中输入信号和权重系数的角色做个调换，就可以得出误差函数对权重系

数的偏导数就是“输入信号 + 传递函数”的联合作用。而这，恰恰就是链式法则的原理。

多层感知器的核心结构就是隐藏层，之所以被称为隐藏层是因为这些神经元并不属于网络的

输入或输出。在多层神经网络中，隐藏神经元的作用在于特征检测。随着学习过程的不断进

行，隐藏神经元将训练数据变换到新的特征空间之上，并逐渐识别出训练数据的突出特征。

在解决实际问题时，多层感知器的设计要考虑一些工程因素。假设单隐层的多层感知器有 

 个输入节点、  个隐藏节点和  个输出节点，那这个网络的权重系数总数就是 

。这些权重的取值都需要由反向传播算法确定，而反向
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传播算法又由训练数据的错误来驱动。因而用于训练的数据越多，多层感知器的学习效果也

就越好。一个经验法则是训练样本数目应该是权重系数数目的 10 倍，这显然对计算能力提

出了较高的要求。从这个角度看，明斯基对感知器的批评是站得住脚的。

抛开训练数据量不论，隐藏层和隐藏神经元的数目也是网络设计中需要考虑的问题。在数学

上可以证明，单个隐藏层就能够实现凸区域，双隐藏层更是可以实现任意形状的凸区域，也

就能够解决任何复杂的分类问题。

在隐藏层数目不变的前提下，区域的复杂程度还能够随着隐藏神经元数目的增加而提升。在

数学上同样可以证明，只要隐藏神经元的数目足够多，一个隐藏层就能使多层感知器以任意

精度逼近任意复杂度的连续函数。通常情况下，多层感知器不会选择两个以上的隐藏层，因

为层数越多，要追踪哪些权重正在被更新就越困难，又不会带来性能的提升。

多层感知器的训练要需要多次遍历整个数据集，因而迭代次数就成为另一个重要的问题。预

先设定迭代次数无法保证训练效果，预先设定误差阈值则可能导致算法无法终止。因而常用

的办法是：一旦误差函数停止减小，就终止学习算法。

同其他机器学习方法一样，多层感知器也面临过拟合的风险。模型的泛化能力可以通过验证

集来监督，也就能够在一定程度上避免过拟合的发生。当训练集的误差下降但验证集的误差

上升时让训练立即停止，这就是所谓“早停”的过拟合抑制策略。当然，正则化方法也可以

应用在多层感知器的训练中。

今天我和你分享了多层感知器和反向传播的基本原理，关于反向传播具体的数学细节你可以

参考相关文献，其要点如下：

反向传播算法是在 1986 年由乔弗雷·辛顿提出的，可今天，作为反向传播之父的辛顿却要

大义灭亲。辛顿的观点是没有目标函数就无法进行反向传播，而如果数据没有标签自然就没

有目标函数了。因此，要实现无监督学习就必须告别反向传播算法。那么应该如何看待辛顿

的观点呢？

在感知器的输入层和输出层之间添加隐藏层，就可以得到多层感知器；

多层感知器是一类前馈神经网络，采用的是反向传播的学习方式；

反向传播算法要根据误差函数的梯度来调整权重系数，需要应用求导的链式法则；

单个隐藏层就能使多层感知器以任意精度逼近任意复杂度的连续函数。



欢迎发表你的观点。欢迎发表你的观点。
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一个学习的感受，如果没有相关基础多说内容看一遍是没有什么感觉的。必须看完之后再
去翻相关的资料和解释，然后再回过头来看文章，才会有有所感悟。
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要是配上点图就更会明白了
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