
 

第一章 函数、极限、连续 

 

大纲要求 

了解  函数的有界性、单调性、周期性和奇偶性，反函数及隐函数的概念，初等函数的概念，连续函数 

的性质和初等函数的连续性， 

会 建立应用问题中的函数关系式。利用极限存在的两个准则求极限，用等价无穷小量求极限，判别函数 

间断点的类型．应用闭区间上连续函数的性质. 

理解 函数的概念，复合函数及分段函数的概念，极限的概念，函数左极限与右极限的概念，以及函数 

极限存在与左、右极限之间的关系，无穷小、无穷大的概念，无穷小的比较，函数连续性的概念（含左连 

续与右连续），闭区间上连续函数的性质（有界性、最大值和最小值定理、介值定理）， 

掌握 函数的表示法，基本初等函数的性质及其图形， 极限的性质及四则运算法则，极限存在的两个 

准则， 利用两个重要极限求极限的方法．无穷小的比较方法，用洛必达法则求未定式极限的方法. 

第一节  函 数 

内容精要 

（一） 基本概念 

1．函数的定义 

    定义 1.1 设 A、B 是两个非空实数集，如果存在一个对应法则 f，使得对 A中任何
一个实数 x，在 B中都有唯一确定的实数 y与 x 对应，则称对应法则 f是 A 上的函数，
记为 

                                      BAfyxf →− :: ┪ . 

y 称为 x 对应的函数值，记为             ( ) Axxfy ∈= , . 

其中 x 叫做自变量，y又叫因变量，A称为函数 f的定义域，记为 D（f）， 

{ }Axxf ∈)( , 称为函数的值域，记为 R（f），在平面坐标系 Oxy 下，集合                           

{ }Dxxfyyx ∈= ),(),( 称为函数 y=f(x)的图形。 

（1）函数是微积分中最重要最基本的一个概念，因为微积分是以函数为研究对象，运

用无穷小及无穷大过程分析处理问题的一门数学学科。 

（2）函数与函数表达式的区别：函数表达式指的是解析式子，是表示函数的主要形

式，而函数除了用表达式来表示，还可以用表格法、图象法等形式来表示，不要把函

数与函数表达式等同起来。 
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2．反函数 

    定义 1.2   设 y=f(x)， Dx∈ ，若对 R(f)中每一个 y，都有唯一确定且满足

y=f(x)的 Dx∈ 与之对应，则按此对应法则就能得到一个定义在 R（f）上的函数，称
这个函数为 f的反函数，记作 

                     ( ) ( ) ( )fRyyfxDfRf ∈=→ −− ,: 11 或 . 

由于习惯上用 x表示自变量，y表示因变量，所以常把上述函数改写成

( ) ( )fRxxfy ∈= − ,1 . 

    （1）由函数、反函数的定义可知，反函数的定义域是原来函数的值域，值域是原

来函数的定义域。 

    （2）函数 y=f(x)与 x=f
-1
(y)的图象相同，这因为满足 y=f(x)点（x,y）的集合与

满足 x=f
-1
(y)点(x,y)的集合完全相同，而函数 y=f(x)与 y=f

-1
(x)图象关于直线 y=x 对

称。 

    （3）若 y=f(x)的反函数是 x=f
-1
(y)，则 [ ] ( )[ ].,)( 11 xffxyffy −− ==  

3．复合函数 

    定义 1.3   设 ( ) ( ) DxxuEuufy ∈=∈= ,,, ϕ ，若 ( ) φϕ ≠∩ RfD )( ，则 y通过

u构成 x的函数，称为由 y=f(u)与 ( )xu ϕ= 复合而成的函数，简称为复合函数，记作

))(( xfy ϕ= 。 

复合函数的定义域为{ }ExDxx ∈∈ )(ϕ且 ，其中 x称为自变量，y称为因变量，u

称为中间变量， ( )xϕ 称为内函数，f(u)称为外函数。 

（1）在实际判断两个函数 ( )xuufy ϕ== ),( 能否构成复合函数，只要看

( ))( xfy ϕ= 的定义域是否为非空集，若不为空集，则能构成复合函数，否则不能构成

复合函数。 

（2）在求复合函数时，只要指出谁是内函数，谁是外函数，例如 y=f(x),  

y=g(x),若 y=f(x)作为外函数，y=g(x)作为内函数。则复合函数 ( ))( xgfy = ，若

( )xgy = 作为外函数， ( )xfy = 作为内函数，则复合函数为 y=g(f(x))。 

（3）我们要学会分析复合函数的复合结构，既要会把几个函数复合成一个复合函

数，又要会把一个复合函数分拆成几个函数的复合。 

4． 初等函数 

常值函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数统称为基本初

等函数。 

大家一定要记住基本初等函数的定义域，值域，会画它们的图象，并且要知道这

些函数在哪些区间递增，在哪些区间递减，是否经过原点？与坐标轴的交点是什么？

以后我们常常要用到。 
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由基本初等函数经过有限次四则运算或有限次复合运算所得到的函数统称为初等

函数。 

不是初等函数称为非初等函数。一般来说，分段函数不是初等函数，但有些分段

函数可能是初等函数，例如 

               ( )
⎩⎨
⎧

>
≤−= 0,

0,
xx
xxxf

2xx == ，是由 2, xuuy == 复合而成。 

5． 具有某些特性的函数 

（1）奇（偶）函数 

定义 1.4  设 D 是关于原点对称的数集，y=f(x)为定义在 D上 的函数，若对每一

个 ( )DxDx ∈−∈ 也有这时 ，都有 ( ) ( ) ( ) ( )( )xfxfxfxf =−−=− ，则称 y=f(x)为

D 上的奇（偶）函数。 

    定义域关于原点对称是函数为奇（偶）函数的必要条件。 

若 f(x)为奇函数，则 f(0)=0，事实上，由定义知 f(-0)=-f(0)，有 f(0)=-f(0)，

得 f(0)=0. 

偶函数 f(x)的图象关于 y轴对称；奇函数 f(x)的图象关于原点对称。 

奇偶函数的运算性质: 

    奇函数的代数和仍为奇函数;偶函数的代数和仍为偶函数; 偶数个奇（偶）函数之

积为偶函数；奇数个奇函数的积为奇函数;一奇一偶的乘积为奇函数；两个奇函数复合

仍为奇函数;一奇一偶复合为偶函数;两个偶函数复合仍为偶函数. 

   （2）周期函数 

    定义 1.5  设 y=f(x)为定义在 D上的函数，若存在某个非零常数 T，使得对一切

Dx∈ ，都有 

f(x+T)=f(x)，则称 y=f(x)为周期函数，T称为 y=f(x)的一个周期。 

    显然，若 T是 f(x)的周期，则 ( )0, ≠∈ kZkkT 也是 f（x）的周期，若周期函数

f(x)的所有正周期中存在最小正周期，则称这个最小正周期为 f(x)的基本周期，一般

地，函数的周期是指的是基本周期。 

    必须指出的是不是所有的周期函数都有最小正周期，例如 f(x)=c（c 为常数），

因为对任意的正实常数 T，都有 f(x+T)=f(x)=c。所以 f(x)=c 是周期函数，但在正实

数里没有最小正常数，所以，周期函数 f(x)=c 没有最小正周期。 

    （3）单调函数 

    定义 1.6 设 y=f(x)为定义在 D上的函数，若对 D中任意两个数 x1,x2且 x1<x2,总有 

                                  ( ) ( ) ( ) ( )( )2121 xfxfxfxf ≥≤ ， 

则称 y=f(x)为 D 上的递增（递减）函数，特别地，若总成立严格不等式 

                                  ( ) ( ) ( ) ( )( )2121 xfxfxfxf >< ， 
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则称 y=f(x)为 D 上严格递增（递减）函数。 

    递增和递减函数统称为单调函数，严格递增和严格递减函数统称为严格单调函

数。 

    （4）分段函数 

如果一个函数在其定义域内，对应于不同的 x范围有着不同的表达形式，则称该

函数为分段函数。 

注意分段函数不是由几个函数组成的，而是一个函数，我们经常构造分段函数来

举反例，常见的分段函数有符号函数、狄里克雷函数、取整函数。 

    （5）有界函数与无界函数 

    定义  设 y=f(x)为定义在 D上的函数，若存在常数 N≤M，使对每一个 Dx∈ ，都

有 

                                        ( ) MxfN ≤≤  

则称 f(x)为 D 上的有界函数，此时，称 N为 f(x)在 D 上的一个下界，称 M为 f(x)在 D

上的一个上界。 

由定义可知上、下界有无数个，我们也可写成如下的等价定义，使用更加方便。 

定义 1.7  设 y=f(x)为定义在 D上的函数，若存在常数 M>0，使得对每一个

Dx∈ ，都有 

                            ( ) Mxf ≤  

则 f(x)为 D 上的有界函数。 

定义 1.8  设 y=f(x)为定义在 D上的函数，若对每一个正常数 M（无论 M多么

大），都存在 Dx ∈0 ，使 ( ) Mxf >0 ，则称 f(x)为 D 上的无界函数。 

    （6）函数的延拓与分解 

    有时我们需要由已知函数产生新的函数来解决实际问题，这里我们从函数的特性

出发，开拓由已知产生新的函数的方法。 

    设 ( ) [ ]axxfy ,0, ∈= ，我考虑区间[-a,a]上的函数 F(x)，它是偶函数，且在[0,a]

上，使 F(x)=f(x)，则应有 ( ) ( ) [ ]
( ) [ )⎩

⎨
⎧

−∈−
∈

=
.0,

,,0,
axxf
axxf

xF  

称 F（x）是 f(x)的偶延拓 

同样可给出 f(x)的奇延拓，即函数 F（x）在[-a,a]上的奇函数，且在（0,a）

上，F（x）=f(x)，则应有 ( )
( ) ](

( ) )[⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∈−−
=
∈

=
0,,

0,0
,0,

axxf
x

axxf
xF 这样，研究 f(x)只要，研究 F

（x）就可以了。 
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    同样，对于函数 y=f(x), ( )bax ,∈ ，可以构造一个以（b-a）为周期的周期函数 F

（x），在（a,b）上，F（x）=f(x)，则有

( ) ( ) ( )
( )[ ] ( ) ( )( )⎩

⎨
⎧

∈−+−−∈−−
∈

=
znnabnannbxabnxf

baxxf
xF

,1,1,
,,

 

这就是函数 f(x)的周期延招，研究 f(x)只要研究 F（x）就可以了。 

（二）重要定理与公式 

定理 1.1（反函数存在定理）严格增（减）的函数必有严格增（减）的反函数。 

第二节  函数极限与连续 

一、内容精要 

（一） 基本概念 

1.函数极限的概念 

（1） 都有时当若存在一个常数定义 ,,0,0,:)(lim1.9 XxXAAxf
x

>>∃>∀=
+∞→

ε  

ε<− Axf )( 。 

（2.）定义 1.10 :)(lim Axf
x

=
−∞→

把（1）中“ Xx > ”换成“ Xx −< ”。 

（3）定义 1.11 :)(lim Axf
x

=
∞→

把（1）中“ Xx > ”换成“ Xx > ”。 

（4）定义 1.12 :)(lim
0

Axf
xx

=
→

设 )(xf 在 0x 的某空心邻域内 ( )0

0
xU 有定义，若存

在一个常数 A， 时当 δδε <−<>∃>∀ 00,0,0 xx ，都有 ε<− Axf )( 。 

（5）定义 1.13 :)(lim
0

Axf
xx

=
−→

 设 )(xf 在 0x 的某左半邻域 )( 0

0
xU− 内有定义，若

存在一个常数 A， 0,0,0 0 <−<−>∃>∀ xxδδε 当 时，都有 ε<− Axf )( 。 

此时也可用记号 )0( 0 −xf 或 )( 0
−xf 表示左极限值 A，因此可写成

=−−=
→→ −

)(lim)0()(lim
00

0 xfxfxf
xxxx

或 )( 0
−xf  

（6）定义 1.14 :)(lim
0

Axf
xx

=
+→

设 )(xf 在 0x 的某右半邻域 )( 0

0
xU+ 内有定义，若

存在一个常数 0,0, >∃>∀ δεA ，当 80 0 <−< xx δ 时，都有 ε<− Axf )( 。此时也

可用 )0( 0 +xf 或 )( 0
+xf 表示右极限 A。因此可写成

( ) ( ) ( )+
→→

=+=
++ 00 )(lim0lim
00

xfxfxfxf
xxxx

或 。 
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该定理是求分界点两侧表达式不同的分段函数在该分界点极限是否存在的方法，

而如果在 0x 的左右极限存在且相等，则在该点的极限存在，否则不存在。 

（7）定义 1.15 δδ <−<>∃>∀∞=
→ 00,0,0:)(lim

0

xxMxf
xx

当 时，都有

Mxf >)( 。此时称 0xx → 时， )(xf 是无穷大量。 

而 +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

，只要把公式中“ Mxf >)( ”改成“ Mxf >)( ”，

−∞=
→

)(lim
0

xf
xx

，只要把上式中“ Mxf >)( ”改成“ Mxf −<)( ”。 

（8）定义 1.16 ∞=
∞→

)(lim xf
x

0,0: >∃>∀ XM 。当 Xx > 时，都有

Mxf >)( 。 

读者同理可给出 ∞−+∞=∞−+∞
∞→

或或 )()(lim xf
x

定义。 

注： Axf
xx

=
→

)(lim
0

（常数）与 ∞=
→

)(lim
0

xf
xx

的区别，前者是表明函数极限存在，

后者指函数极限不存在，但还是有个趋于无穷大的趋势。因此，给它一个记号，但还

是属于极限不存在之列，以后，我们说函数极限存在，指的是函数极限值是个常数。 

（9）定义 1.17 0)(lim
0

=
→

xf
xx

。称 )(xf 当 0xx → 是无穷小量。 

（这里 0x 可以是常数，也可以是 −∞+∞∞ ,, ，以后我们不指出都是指的这个意思） 

（10）定义 1.18 若 ),(,0,0
0

δδ xxUxM ∈>∃>∃ 当 时，都有 Mxf ≤)( ，称

0)( xxxf →当 时是有界量。 

2.无穷小量阶的比较，无穷小量与无穷大量关系 

设 0)(lim,0)(lim
00

==
→→

xgxf
xxxx

， 

（1）若 0
)(
)(lim

0

=
→ xg

xf
xx

，称 )(xf 当 0xx → 时是 )(xg 的高阶无穷小量， 

记作 ).))((()( 0xxxgxf →= 。 

（2）若 1
)(
)(lim

0

=
→ xg

xf
xx

，称 0)( xxxf →当 时是 )(xg 的等价无穷小量，记作

( ) ( )( )0~ xxxgxf → ，。 

（3）若 ,0)(
)(
)(lim

0

≠=
→

常数c
xg
xf

xx
，称 0)( xxxf →当 时是 )(xg 的同价无穷小量。

记作 ( ) ( )( )0~ xxxcgxf →  
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（4）若
( )

)0(0)()(lim
0

0

常数常数 >≠=
−→

kc
xx
xf

kxx
，称 0)( xxxf →当 时是 0xx − 的

k阶无穷小量。 

由等价无穷量在求极限过程中起到非常重要的作用，因此，引入 

若 1
)(
)(lim

0

=
→ xg

xf
xx

。记作 ))((~)( 0xxxgxf → ， 

如果 )(),( xgxf 均是无穷小量，称为等价无穷小量；如果 )(),( xgxf 均是无穷大量，称

为等价无穷大量；如果 )(),( xgxf 既不是无穷小也不是无穷大，我们称为等价量。 

例如  0)()(lim
0

≠=
→

常数Axf
xx

，则 )(~)( 0xxAxf → 。 

注：A不能为零，若 A=0， )(xf 不可能和 0等价。 

3.函数连续的概念。 

定义 1.19  若 00 )(),()(lim
0

xxxfxfxf
xx

==
→

在称 处连续。 

用 δε − 语言可写为 

定义 1.20  设 0)( xxf 在 的某邻域 )( 0xU 内有定义，若

δδε <−>∃>∀ 0,0,0 xx当 时，都有 ε<− )()( 0xfxf ，称 处在 0)( xxxf = 连续。 

用函数值增量 y∆ 形式可写为 

定义 1.21  若 0lim
0

=∆
→∆

y
x

，称 )(xf 在 0xx = 处连续。 

如果 0)( xxxf =在 处不连续，称 0xx = 为 )(xf 的间断点 

若 )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
−→

,称 0)( xxxf =在 处左连续。若 ),()(lim 0
0

xfxf
xx

=
+→

称

0)( xxxf =在 处右连续。 

间断点的分类： 

（1）若

的可去间断是称处不连续在但常数 )(,)(),()(lim 00
0

xfxxxxxfAxf
xx

===
→

点。 

若 0xx = 为函数 )(xf 的可去间断点，只须补充定义或改变

使处的函数值在 ,)( 0xxxf = 函数在该点连续。但须注意，这时函数与 )(xf 已经不是

同一个函数但仅在 0xx = 处不同，在其它点相同。我们正是利用这一性质去构造一个

新的函数 )(xF ，使 )(xF 在某闭区间上处处连续，因而有某种性质。当 0xx ≠ 时，也

具有这种性质。而 0xx ≠ 时， )()( xfxF = ，所以 )(xf 在 0xx ≠ 的范围内也具有这种

性质，从而达到了我们的目的。 

7



例如  ==
→

)(lim,sin)(
0

xf
x

xxf
x

1sinlim
0

=
→ x

x
x

， 

但 设处不连续在知处没定义在 ,0)(,0)( == xxfxxf
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
.0,1

,0,sin
)(

x

x
x

x
xF  则 ( )xF 在

0=x 处连续，但 ( )xF 与 ( )xf 定义域不同，虽然

处完全相同但在不是同一函数与 0,)()( ≠xxfxF ，  

（2）若 ),0()(lim).0()(lim 00
00

+=−=
+− →→

xfxfxfxf
xxxx

但 )0()0( 00 +≠− xfxf ，称

0xx = 为 )(xf 的跳跃间断点，称 )()0()0( 00 xfxfxf 为−−+ 的跳跃度。 

（1）（2）两种类型的特点是左右极限都存在，我们统称为第一类间断点。 

（3）若 0x 处，左、右极限至少有一个不存在，我们称
的第二类间断点为 )(0 xfxx = 。 

若 ∞=
→

)(lim
0

xf
xx

，我们也称 0xx = 为 )(xf 的无穷型间断点，属于第二类间断点。 

（二）重要定理与公式 

定理 1.2 ⇔=
∞→

Axf
x

)(lim Axf
x

=
+∞→

)(lim 且 .)(lim Axf
x

=
−∞→

 

定理 1.3 ( ) ( ) AxfAxf
xxxx

=⇔=
−→→ 00

limlim 且 ( ) .lim
0

Axf
xx

=
+→

 

定理 1.4  )()()()(lim
0

xAxfAxf
xx

α+=⇔=
→

常数 ，其中 0)(lim
0

=
→

x
xx
α . 

1.无穷小量的性质： 

若 ,)(,),(),( 021 时当 xxxxx m →ααα 均为无穷小量，则 

（i） [ ] .0)()()(lim 2211
0

=+++
→

xcxcxc mmxx
ααα  

其中 mccc ,, 21 均为常数。 

（ii） 0)()()(lim 21
0

=
→

xxx mxx
ααα 。 

（ⅲ）若 0)( xxxf →当 时是有界量， 时是无穷小量当 0)( xxx →α ，则

0)()(lim
0

=
→

xxf
xx

α 。 

2.无穷大量的性质： 

（1）有限个无穷大量之积仍是无穷大量。 

（2）有界量与无穷大量之和仍是无穷大量。 
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无穷小量与无穷大量之间的关系： 

若 0
)(

1lim,)(lim
00

=∞=
→→ xf

xf
xxxx

则 ； 

若 则时当且 ,0)(),(,0,0)(lim 0

0

0

≠∈>∃=
→

xfxUxxf
xx

δδ ∞=
→ )(

1lim
0 xfxx

。 

3.函数极限的性质 

在下述六种类型的函数极限： 

（1） )(lim xf
x +∞→

     （2） )(lim xf
x −∞→

    （3） )(lim xf
x ∞→

   （4） )(lim
0

xf
xx→

  

（4） )(lim
0

xf
xx +→

    （6） )(lim
0

xf
xx −→

 

它们具有与数列极限相类似的一些性质，我们以 )(lim
0

xf
xx→

为例，其它类型极限的相应

性质的叙述只要作适当修改就可以了。 

性质 1（唯一性）若极限 )(lim
0

xf
xx→

存在，则它只有一个极限。 

性质 2（局部有界性）若极限 )(lim
0

xf
xx→

存在，则存在 0x 的某空心邻域 )( 0

0
xU ，使

)(xf 在 )( 0

0
xU 内有界。 

注意： )(lim
0

xf
xx→

存在，只能得出 )(xf 在 0x 的某邻域内有界，得不出 )(xf 在其定

义域内有界。 

性质 3  若 BABxgAxf
xxxx

<==
→→

且,)(lim,)(lim
00

，则存在 0x 的某空心邻域

),( 00

0
δxU ，使 ),( 00

0
δxUx∈ 时，都有 )()( xgxf < 。 

性质 4（局部保号性） 若 )0(0)(lim
0

<>=
→

或Axf
xx

，则对任何常数

)0(0 <<<< ηη AA或 ，存在 0x 的某空心邻域 )( 0

0
xU ，使得对一切 )( 0

0
xUx∈ ，都有  

)0)((0)( <<>> ηη xfxf 或 成立。 

性质 5（不等式）若 BxgAxf
xxxx

==
→→

)(lim,)(lim
00

，且存在 0x 的某空心邻域

),( 00

0
δxU ，使得对一切 ),( 00

0
δxUx∈ ，都有 BAxgxf ≤≤ 则,)()( 。 

性质 6 （复合函数的极限）若 Aufux
uuxx

==
→→

)(lim,)(lim
00

0ϕ ，且存在 0x 的某空心

邻域 ),( 0

0
δ ′xU ，当 ),( 0

0
δ ′∈ xUx 时， 0)( ux ≠ϕ  ，则 Aufxf

uuxx
==

→→
)(lim)]([lim

00

ϕ 。 

性质 6是求极限的一个重要方法——变量替换法，即 
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Aufuxxf
uu

uxxx
xx

==
→

→→
→

)(lim)())((lim
0

00
0

)(,ϕ

ϕϕ
且

令 。 

性质 7（函数极限的四则运算）若 )(lim)(lim
00

xgxf
xxxx →→

与 均存在，则函数

时极限均存在且在为常数 0))((),()(),()( xxcxcfxgxfxgxf →⋅±  

（1） [ ] )(lim)(lim)()(lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx →→→

±=± ； （2）

[ ] )(lim)(lim)()(lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx →→→

⋅=⋅ ； 

（3） )(lim)(lim
00

xfCxcf
xxxx →→

= ；又若
( )
( )xg
xfxg

xx
则,0)(lim

0

≠
→

在 0xx → 时的极限也存

在，且有 

（4）
)(lim

)(lim

)(
)(lim

0

0

0 xg

xf

xg
xf

xx

xx

xx
→

→

→
= 。 

利用极限的四则运算，可得下列重要结果。 

)0,0,,,,,,(lim 0000
1

1
10

1
1

10 ≠≠
++++

+++

−
−

−
−

∞→
babbaa

bxbxbxb
axaxaxa

mn
mm

mm
nn

nn

x
均为常数  

=
∞→x

lim

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>∞

=

<

=
++++

++++

−−

−−

mn

mn
b
a

mn

x
b

x
b

x
bb

x
a

x
a

x
aa

x
x

mmmm

nnnn

m

n

,

,

,0

111

111

0

0

1110

1110

L

L
 

上面的结论可作为公式用。 

性质 8（归结原则或海涅（Heine）定理） )(lim
0

xf
xx→

存在的充要条件是： 

( ) )(lim,,2,1,lim 00 nnnnn
xfnxxxx

∞→∞→
=≠=∀ 极限 都存在且相等。 

逆否定理:若存在两个数列{ } { }⊂′′′ nn xx , )( 0

0
xU ，

∞→n
lim nx′ = ,0x

∞→n
lim nx ′′ = ,0x 且

BABxfAxf nnnn
≠=′′=′

∞→∞→
,)(lim,)(lim 或存在{ }⊂nx )( 0

0
xU ， )(lim,lim 0 nnnn

xfxx
∞→∞→

= 不

存在，则 )(lim 0
0

xf
xn→

不存在。 

此定理是判断函数极限不存在的一个重要方法。 

4.函数连续的性质 
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若函数 0)( xxxf =在点 处连续，即 )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

，利用极限的性质 1-5 可得

到函数在 0xx = 连续的局部有界性，局部保号性，不等式等，只要把

)()( 00

0
xUxU 改成 即可，读者自己叙述出来。 

利用极限的四则运算，我们有 

性质 1（连续函数的四则运算）若 0)(),( xxxgxf =在点 处连续，则

处也连续在为常数 00 )0)((
)(
)())((),()(),()( xxxg

xg
xfcxcfxgxfxgxf =≠± 。 

性质 2  若 )()(,)( 000 xuufyxxu ϕϕ === 在处连续在 处连续，则

0))(( xxxfy == 在ϕ 处也连续且 ))(lim())(())((lim
00

0 xfxfxf
xxxx
ϕϕϕ

→→
==  

在满足性质 2的条件下，极限符号与外函数 f 可交换顺序，如果仅要可交换顺
序，有 

推论  若

则处连续在 ,)(,)(lim 00
0

uuufyux
xx

===
→

ϕ ))(lim())((lim
00

xfxf
xxxx
ϕϕ

→→
= 。 

证  设
⎩
⎨
⎧

=
≠

=
,,
,),(

)(
00

0

xxu
xxx

xg
ϕ

则 0)( xxxg =在 处连续，又

)()( 0xguuufy o === 在  

处连续，由性质 2知 ))(lim())((lim xgfxgf
oo xxxx →→

= 。 

由于 所以有要求 ),()(,, 00 xxgxxxx ϕ=≠→ ))(lim())((lim xfxf
oo xxxx
ϕϕ

→→
= 。 

在这里，我们巧妙地利用可去间断点的性质，构造一个连续函数，以满足所需的

条件，上面的性质 2及推论也是求函数极限的一个重要方法。 

即极限符号与外函数 f 交换顺序，把复杂函数极限转化为简单函数极限。 

定理 1.5 0)( xxf 在 处连续⇔ 0)( xxf 在 处既是左连续又是右连续。 

定理 1.6  初等函数在其定义域上连续。 

5.闭区间上连续函数的性质 

定理 1.7  （最大值与最小值定理）若 )(xf 在闭区间 [ ]ba, 上连续，则 )(xf 在

[ ]ba, 上一定能取到最大值与最小值，即存在 [ ] mxfMxfbaxx ==∈ )(,)(,,, 2121 ，使

得对一切 [ ]bax ,∈ ，都有 Mxfm ≤≤ )( 。 

推论 1.7.1   若 [ ]baxf ,)( 在闭区间 上连续，则 [ ]baxf ,)( 在 上有界。 
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定理 1.8（根的存在定理或零值点定理）若函数 [ ]baxf ,)( 在闭区间 上连续，

0)()( <bfaf ，则至少存在一点 0)(),,( =∈ ξξ fba 使 。 

推论 1.8.1  若函数 [ ]baxf ,)( 在闭区间 上连续，且

)(),(),()( bfafcbfaf 为介于≠ 之间的任何常数，则至少存在一点

cfba =∈ )(),,( ξξ 使 。 

推论 1.8.2  若函数 [ ]baxf ,)( 在闭区间 上连续，则 [ ]MmfR ,)( =值域 。 

这几个定理非常重要，请大家要记住这些定理的条件与结论，并会运用这些定理

去解决问题。 

6.重要的函数极限与重要的等价量 

利用初等函数的连续性及极限符号与外函数的可交换性及等价量替换，夹逼定理

可得到下面的重要的函数极限。 

（1） .1sinlim
0

=
→ x

x
x

  （2）  ex x
x

=+
→

1

0
)1(lim . 

（3）
0

lim
→x

1ln)1(limln)1ln(lim)1ln(1lim)1ln( 1

0

1

00
==+=+=+=

+
→→→

exxx
xx

x x
x

x
xx

. 

（4）. 1
)1ln(

1lim
)1ln(

lim11lim
000

=
+

=
+

=−
−

→→→

t
tt

tte
x

e
tt

x
x

x
设 . 

（5） 
0

lim
→x

)1,0(lnln
ln

1lim1 ln

0
为常数≠>=⋅

−
=

−
→

aaaa
ax

e
x

a ax

x

x

. 

（6）
0

lim
→x

)0,()1ln(
)1ln(
1lim1)1( )1ln(

0
≠=⋅

+
⋅

+
−

=
−+ +

→
bbbb

x
x

xb
e

x
x xb

x

b

为常数 . 

（7）
0

lim
→x

1
sin

1lim
sin

limarcsinarcsin
00

===
→→

t
tt

ttx
x

x
tt

设 . 

（8）
0

lim
→x

111cos
sin

lim
tan

limarctanarctan
00

=×=⋅==
→→

t
t

t
t

ttx
x

x
tt

设 . 

（9） 
+∞→x

lim )0(0ln
常数>= k

x
x

k . 

（10） 
+∞→x

lim ),1(0 为常数常数 ka
a
x

x

k

>= . 

（11）若
0

lim
xx→

则均为常数),,()(lim,0)(
0

babxvaxu
xx

=>=
→
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0

lim
xx→

)(ln)(lim
)(ln)()( 0

0

lim)(
xuxV

xuxV

xx

xV xxeexu →==
→

= baab
xuxV

aeee
b

xxxx ===→→
⋅

lnln
)(lnlim)(lim

00  

即   bxv

xx
axu =

→

)()(lim
0

。 

注：不仅要记住这些公式的标准形式，更要明白一般形式。即上面公式中的 x可
换成 )(xf ，只要 oxx → 时， 0)( →xf ，结论依然成立。 

利用上述重要极限，我们可以得到下列对应的重要的等价无穷小量，在解题中经

常要利用他们 

当 0→x 时， ),1,0(ln~1,~1,~)1ln(,~sin 常数≠>−−+ aaaxaxexxxx xx . 

2

2
1~cos1,~arctan,~arcsin),,0(~1)1( xxxxxxbbxx b −≠−+ 常数 . 

注：上式中的 x可换成 )(xf ，只要 0xx → 时， 0)( →xf .结论依然成立。 

例如  )0)(,)((~)(sin 0 →→ xfxxxfxf 时若 。 

此外，若 )(~)(,0)()(lim 0
0

xxAxfAxf
xx

→≠=
→

常数 . 

7.等价量替换定理 1.9 

若（1） ( ) )(~)(),(~)(),(~)( 0111 xxxhxhxgxgxfxf → ； 

（2） )(
)(

)()(lim
1

11

0

∞=
→

或A
xh

xgxf
xx

；，则

)(
)(

)()(lim
)(

)()(lim
1

11

00

∞==
→→

或A
xh

xgxf
xh

xgxf
xxxx

. 

证 )(111
)(
)(

)(
)(

)(
)(

)(
)()(lim

)(
)()(lim 1

111

11

00

∞=⋅⋅⋅=⋅⋅=
→→

或AA
xh
xh

xg
xg

xf
xf

xh
xgxf

xh
xgxf

xxxx
, 

即 )(
)(

)()(lim
)(

)()(lim
1

11

00

∞==
→→

或A
xh

xgxf
xh

xgxf
xxxx

. 

这个定理告诉我们，在求函数极限时，分子、分母中的因式可用它们的简单的等

价的量来替换，以便化简，容易计算。但替换以后函数极限要存在或为无穷大。需要

注意的是，分子、分母中加减的项不能替换，应分解因式，用因式替换，包括用等价

无穷小量、等价无穷大量或一般的等价量来替换。 

8.夹逼定理 1.10   

若 Axgxf
xxxx

==
→→

)(lim)(lim
00

，且存在 0x 的某空心邻域 ),( 0

0
δ ′xU ，使得对一切

),( 0

0
δ ′∈ xUx ，都有 )()()( xgxhxf ≤≤ ，则 Axh

xx
=

→
)(lim

0

。 
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9. 定理 1.11 洛必达 )( HospitalL′ 法则 I    

设（1） 0)(lim,0)(lim
00

==
→→

xgxf
xxxx

； 

（2）存在 0x 的某邻域 )( 0

0
xU ，当 )( 0

0
xUx∈ 时， )(),( xgxf ′′ 都存在，且 

0)( =′ xg ； 

（3） )(
)(
)(lim

0

∞=
′
′

→
或A

xg
xf

xx
，则 )(

)(
)(lim

)(
)(lim

00

∞=
′
′

=
→→

或A
xg
xf

xg
xf

xxxx
. 

定理 1.12 洛必达 )( HospitalL′ 法则 II，设 

（1） ∞=∞=
→→

)(lim,)(lim
00

xgxf
xxxx

； 

（2）存在 0x 的某邻域 )( 0

0
xU ，当 )( 0

0
xUx∈ 时， )(),( xgxf ′′ 都存在且 

0)( ≠′ xg ； 

（3） )(
)(
)(lim

0

∞=
′
′

→
或A

xg
xf

xx
，则 )(

)(
)(lim

)(
)(lim

00

∞=
′
′

=
→→

或A
xg
xf

xg
xf

xxxx
. 

注 1：上述两个法则中的 0xx → 改成 −∞→+∞→∞→→→ −+ xxxxxxx ,,,, 00

时，条件（2）只须作相应的修改，结论依然成立。 

注 2：在用洛必达法则求极限之前，应尽可能把函数化简，或把较复杂的因式用简

单等价的因式来替换，以达到简化，再利用洛必达法则。 

注 3：利用洛必达法则求极限时，可在计算的过程中论证是否满足洛必达法则的条

件，若满足洛必达法则的条件，结果即可求出；若不满足，说明不能使用洛必达法

则，则需用其它求极限的方法。此外，可重复使用洛必达法则，但只能用有限次。 

第三节   数列极限 

§3.2 内容提要与释疑解难 

一、内容精要 

（一） 基本概念 
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两个子列极限存在但不相等 

 
 
 
数 
列 
极 
限 

数列极限的定义 

用定义证明数列极限的方法 
直接证法 

间接证法 

收敛数列的性质 

唯一性 

有界性 

不等式 

保号性 

四则运算 

判断数列收敛的准则 

夹逼定理 

单调有界定理 

判断数列发散的准则 有一个子列发散 

数列无界 

重要的数列极限 

01lim =∞→ kn n
(k>0常数） 

0lim =∞→
n

n q （|q|<1常数） 

1lim =∞→
n

n a (a>0常数) 

1lim =∞→
n

n n  

e
n

n
n =+∞→ )11(lim  

( )常数00lnlim >=∞→ k
n

n
kn  

( )为常数kaa
a
n

n

k

n ,,10lim >=∞→  
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1.数列极限的概念 

定义 1.22 设{an}是一个数列，a是一个确定的常数，若对任意给定的正数ε，总

存在一个自然数 N，使得 n>N 时，都有 ε<− aan ，则称数列{an}的极限是 a，或者说

数列{an}收敛于 a，记作 aann =∞→
lim 。 

注意：（1） ε的任意性，ε的作用在于衡量 an与 a 的接近程度，从而限制ε小
于某一个正常数，不影响衡量 an与 a 接近的程度，但不能限制大于某一个正常数，定

义中的ε可用 2ε、 ε 或ε2
等本质上是任意的正常数来替代，同样也可把“<”号换

成“≤”号。 

（2） N 的相应性。一般说，N是随着ε的变小而变大，但并不是由ε唯一确定，

因为给定ε，确定 N，当 n>N，有 ε<− aan ，则 N+1，N+2，⋯同样也符合要求。此

外，n>N 中的 N只是下标的一个界线，要求 n是自然数，故 N可以是实数，而且 n>N 也
可改成 n≥N。 

（3）几何意义： aann =∞→
lim ，表明 a的任何给定的ε邻域中都含有数列{an}中除

了有限项以外的全有项。 

（二）重要定理与公式 

夹逼定理 1.12   设{an}，{bn}为收敛数列，且 aann =∞→
lim ， abnn =∞→

lim ，若存在

N0，当 n>N0时，都有 nnn bca ≤≤ ，则数列{cn}收敛，且 acnn =∞→
lim . 

夹逼定理适合数列的项有多项相加或相乘式 ∞→n 时，有无穷项相加或相乘，且

不能化简，不能利用极限的四则运算，此时可尝试用夹逼定理。夹逼定理不仅能证明

数列极限并可求出极限的值。 

单调有界定理 1.13 数列{ }na 递增（递减）有上界（下界），则数列{ }na 收敛，

即单调有界数列有极限。 

单调有界定理适合数列的项用递推关系式给出的数列。单调有界定理仅能证明数

列极限存在，至于数列极限的值是多少只能用别的方法去解决。 

1.收敛数列的性质 

性质 1 （唯一性）若数列{an}极限存在，则极限值是唯一的。 

性质 2  改变数列的有限项，不改变数列的收敛性与极限。 

有了性质 2，对于判定数列敛散性的定理中要求从第一项就具有某种性质的条件可

减弱为从某一项开始具有该性质，结论依然成立。 

性质 3（有界性）数列{an}收敛，则{an}为有界数列，即存在某正常数 M，使得对

一切正整数 n，都有 Man ≤ 。 

推论  若数列{an}无界，则数列{an}发散。 
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该推论是判断数列{an}发散的一个简单有效的办法。 

性质 4  设 aann =∞→
lim ， bbnn =∞→

lim 且 a<b，则存在 N0，当 n>N0时（即 n充分大

时），都有 an<bn。 

推论（保号性），若 )0(0lim <>=∞→ aaann ，则对于满足 0<η<a(a<η<0)的任何

常数η，存在 N，当 n>N 时，都有 an>η>0(an<η<0)。 

性质 5（不等式）若 aann =∞→
lim ， bbnn =∞→

lim ，且存在 N0，当 n>N0时，都有 an≥

bn，则 a≥b. 

注意在性质 5中，即使存在 N0，当 n>N0时，都有 an>bn，也不能保证 a>b. 

例如  
n

an
1

= ，
n

bn
1

−= ，an>bn（n=1，2，⋯），但 0lim =∞→ nn a ， 0lim =∞→ nn b ，而

0=0。 

性质 6  数列{an}收敛的充要条件是：数列{an}的任何一个子数列都收敛且极限相
等。 

逆否定理  若数列{an}有两个子数列极限存在不相等或有一个子数列极限不存在，
则数列{an}发散。 

该定理是判断数列{an}发散的一个重要方法。 

性质 7  （数列极限的四则运算）若 aann =∞→
lim ， bbnn =∞→

lim ，则数列{an±bn}，

{anbn}，
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n

b
a
（b≠0）的极限都存在，且 

（1） bababa nnnnnnn ±=±=± ∞→∞→∞→
limlimlim )( ； （2）

bababa nnnnnnn ⋅=⋅=⋅ ∞→∞→∞→
limlimlim )( ； 

特别地，当 k为常数时，有 kaakka nnnn == ∞→∞→
limlim ；（3）

)0(lim
lim ≠==

∞→

∞→
∞→ b

b
a

b
a

b
a

nn

n
lin
n

n

n
n . 

注意：数列极限的四则运算前提是两个数列极限都存在，并可把数列极限推广到有限

项极限的四则运算，但数列极限的运算法则不能推广到无限项. 

公式 
kk

kk
mm

mm

n bnbnbnb
ananana

++++
++++

−
−

−
−

∞→
1

1
10

1
1

10lim

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>∞

=

<

=

.,

,,

,,0

0

0

km

km
b
a

km

           

（其中 a0，a1，⋯，am，b0，b1，⋯，bk均为常数且 a0≠0，b0≠0） 
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这个例子表明当分子最高次幂小于分母最高次幂时，分式极限为零；当分子最高次幂

等于分母最高次幂时，分式极限就是分子、分母最高次幂的系数之比；当分子最高次

幂大于分母最高次幂时，分式的极限为∞，以后该例题的结果可以作为结论用，同理
可证对分子、分母的每一项幂指数是正数时结果仍成立. 
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第二章       导数与微分 

大纲要求 

了解 导数的物理意义，微分的四则运算法则和一阶微分形式的不变性，高阶导数的概念 

会 求平面曲线的切线方程和法线方程，用导数描述一些物理量，求函数的微分，求简单函数的高阶导
数，求分段函数的导数，求隐函数和由参数方程所确定的函数以及反函数的导数 

理解 导数和微分的概念，导数与微分的关系，导数的几何意义，函数的可导性与连续性之间的关系，

掌握 导数的四则运算法则和复合函数的求导法则，基本初等函数的导数公式 

 

内容精要 

（一） 基本概念 

1.导数的概念 

    导数概念的实际背景是曲线上一点切线斜率与质点作变速直线运动在某时刻的瞬

时速度.   

定义 2.1 设函数 y=f(x)在点 x0的某邻域 U(x0)内有定义，若极限 

                 
( ) ( ) ( ) ( )

0

0lim00lim
0

lim
0 0 xx

xfxf
x

xfxxf
x
y

xxxx −
−

=
∆

−∆+
=

∆
∆

→→∆→∆  

存在，则称 f(x)在点 x0可导，并称此极限值为 f(x)在点 x0处的导数（或微商），记作 

f'(x0)或 y'|x=x0或 ( ) 00 xxxf
dx
dxx

dx
dy

== 或 ，即
( ) ( ) ( )0

00lim
0 ' xf

x
xfxxf

x =
∆

−∆+
→∆  

若极限不存在，则称函数 y=f(x)在点 x0不可导 

    注 1  ( )0
lim

0 ' xf
x
y

x =
∆
∆

→∆ 用于涉及已知抽象函数可导，证明其它结论或已知其它条

件，证明函数可导 

    注 2  
( ) ( ) ( )0

00lim
0 ' xf

x
xfxxf

x =
∆

−∆+
→∆  用于利用定义求函数的导函数 

    注 3  
( ) ( ) ( )0

0

0lim '
0

xf
xx

xfxf
xx =

−
−

→ 用于求函数在一点的导数 

    特别

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0')(,00,0')(0 lim
0

lim
0 fA

x
xfffA

x
fxf

xx =====
−

→→ 常数则若常数 . 
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反之  若
( ) A
x
xf

x =→
lim

0 （常数）且 f(x)在 x=0 处连续，则 f'(0)=A. 

事实上，由 0lim
0 =→ xx 知 ( ) ( )00lim

0 fxfx ==→ ，利用上面结果知结论正确。 

    注 4  要弄清导数定义的本质。即 

    （1）若 at → （a可以是常数，可以是 ∞−+∞∞ 或, ）时，有 ( ) 0→tϕ （ ( )tϕ 从 0

两侧趋于 0），且 

                          
( )[ ] ( )
( ) )(00lim 常数A
t

xftxf
at =

−+
→ ϕ

ϕ
， 

则 f(x)在 x=x0处可导且 f'(x0)=A。 

证

( )[ ] ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

00lim
0

00lim ' xfA
x

xfxxfxt
t

xftxf
xat ==

∆
−∆+

∆=
−+

→∆→ 常数设ϕ
ϕ
ϕ

。 

    （2）若 at → （a可以是常数，可以是 ∞−+∞∞ 或, ）时， ( ) 0xt →ϕ （ ( )tϕ 从 x0

两侧趋于 x0），且 

          
( )( ) ( )
( ) ( )常数A

xt
xftf

at =
−
−

→
0

0lim

ϕ
ϕ

，则 f(x)在 x=x0处可导且 f'(x0)=A. 

证
( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

0lim

0

0lim '
0

xfA
xx

xfxfxt
xt

xftf
xxat ==

−
−

=
−
−

→→ 常数设ϕ
ϕ
ϕ

。 

    定义 2.2  若

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0

000

00
'limlimlim

0

xfA
xx

xfxf
x

xfxxf
x
y

xxxx
−

→→∆→∆
∆=

−
−

=
∆

−∆+
=

∆
∆

−−−
常数  

称为 f(x)在 x=x0处的左导数， 

定义

2.3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

000

00
'limlimlim

0

xfA
xx

xfxf
x

xfxxf
x
y

xxxx
+

→→∆→∆
∆=

−
−

=
∆

−∆+
=

∆
∆

+++
常数  

称为 f(x)在 x=x0处的右导数. 

定理 2.1 ( ) ( ) ( ) AxfAxfAxf =+=−⇔= 000 ''' 且 . 

    这个定理是判断在分界点 x0两侧表达式不同的分段函数在 x0处是否可导的一种方

法。 

例   ( ) ( )
( )⎩

⎨
⎧

>
≤

=
.,
,,

0

0

xxx
xxx

xf
ψ
ϕ
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( ) ( ) ( ) ( )

)1(limlim
0

0

0

0

00 xx
xx

xx
xfxf

xxxx −
−

=
−
−

−− →→

ϕϕ
  

                 
( ) ( ) ( ) ( )

)2(limlim
0

0

0

0

00 xx
xx

xx
xfxf

xxxx −
−

=
−
−

++ →→

ϕψ
 

若（1）（2）两式的极限存在且相等，则 f(x)在 x=x0处可导，否则 f(x)在 x=x0处不可
导 

若 ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=
≠

=
,,

,,

0

0

xxa
xxx

xf
ϕ

 

    研究 f(x)在 x=x0处是否可导就不必用左右导数的定义，只须用导数定义，即

( ) ( ) ( ) )3(
0

lim

0

0lim
00 xx

ax
xx

xfxf
xxxx −

−
=

−
−

→→

ϕ
 

    如果（3）式极限存在，则 f(x)在 x=x0处可导，否则 f(x)在 x=x0处不可导。 

    （3）几何意义   若 f'(x0)存在，则 f'(x0)表示曲线 y=f(x)上点 ( )( )00 , xfx 处切

线的斜率 且 

切线方程为              ( ) ( )( )000 ' xxxfxfy −=− ； 

法线方程为              ( ) ( ) ( ) ( )( )0'
'
1

00
0

0 ≠−−=− xfxx
xf

xfy 。 

    若 f'(x0)=0，此时切线方程为 y=f(x0)，法线方程为 x=x0。 

    定理 2.2 若 f(x)在 x0处可导，则 f(x)在 x0处连续，反之不一定。 

    例如  f(x)=|x|在 x=0 处连续，但在 x=0 处不可导。 

逆否定理 2.3  若 f(x)在 x0处不连续，则 f(x)在 x0处不可导。 

    这个定理为判断 f(x)在 x0处是否可导提供了一个简便方法：如果 f(x)在 x=x0处极
限不存在或不连续，则 f(x)在 x=x0处不可导，就不必用导数定义去验证了。 

    （4）若 f(x)在区间 X上每一点都可导，即 Xx∈∀ ，

( ) ( ) ( )xf
x

xfxxf
x 'lim

0 =
∆

−∆+
→∆  

按函数定义知 f'(x)是区间 X上的函数，称为 f(x)在区间 X上的导函数或简称为导
数。 

    如果求出了区间 X上的导函数，则 ( ) ( )
0

'', 00 xxxfxfXx ==∈∀ 有 . 

由此可知求 f(x)在 x=x0处的导数有两种方法： 

    （1）用定义；  （2）若能求出 f'(x)或 f'(x)已知且 f'(x)在 x=x0处有意义，则

f'(x0)=f'(x)| x=x0。 
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根据具体情况选用一种方法。 

2.微分定义 2.4  设 y=f(x)在 x 的某邻域 U(x)内有定义，若

)()( xfxxfy −∆+=∆ 可表示为 

),0)(( →∆∆+∆=∆ xxoxAy 其中 A是与 x∆ 无关的量，则称 y=f(x)在点 x 处可微，
yxA ∆∆ 是 的线性主部，并称其为 y=f(x)在 x 处的微分，记为 .dy ，即 .xAdy ∆=  

（二）重要定理与公式 

     1．导数的四则运算    设 u=u(x)，v=v(x)在点 x 处可导，则 u±v ，

( )0, ≠v
v
uvu 在点 x处可导，且 

     （1） ( ) ''' vuvu ±=± ；（2） ( ) ''' uvvuuv += ；特别地 v=c（常数），

( ) '' cucu = ； 

     （3） 2

'''
v

uvvu
v
u −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ( )0≠v ,特别地 ( )0'1

2 ≠
′

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ v

v
v

v
 

    2．定理 2.4（反函数求导法则） 设 y=f(x)为函数 ( )yx ϕ= 的反函数，若 ( )yϕ 在

点 y0的某邻域内连续，严格单调且 ( ) 0' 0 ≠yϕ ，则 f(x)在点 ( )( )000 yxx ϕ= 可导，且

( ) ( )
0

0
0

1
'
1'

0

yy
dy
dxdx

dy
y

xf xx

=
== =或

ϕ
。 

    推论 2.4.1  设 y=f(x)为函数 ( )yx ϕ= 的反函数，若 ( )yϕ 严格单调且

( ) ( )xfy ',0' 则≠ϕ 存在且 

                          ( ) ( )
dy
dxdx

dy
y

xf 1
'
1' == 或

ϕ
。 

    3．定理 2.5（复合函数求导法则） 

    设函数 ( )xu ϕ= 在 x=x0处可导，y=f(u)在 ( )00 xuu ϕ== 处可导，则复合函数

( )[ ] 0xxxfy == 在ϕ 处可导且 

[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]0000 ''''(.
0000

xxfxufxf
dx
du

du
dy

dx
dy

xxxxuuxx ϕϕϕϕ ⋅=== ==== 或  

推论 2.5.1 若 ( )xu ϕ= 可导，y=f(u)可导，则 ( )( )xfy ϕ= 可导且 

                    ( )( )[ ] ( ) ( ) ( )( ) ( )xxfxufxf
dx
du

du
dy

dx
dy '''' ϕϕϕϕ ==′⋅= 或 . 

导数是解决问题的工具，复合函数的求导特别重要，要真正理解并掌握，因为我

们遇到的函数大多数是复合函数，只有掌握复合函数求导，才能准确求出导函数，大
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家要学会所谓的“层层剥皮”法，即把所给复合函数写成 ( )( )xfy ϕ= ，要求 f(u)是基

本初等函数，即 f'(u)可求出，从而 ( )( ) ( )xxf
dx
dy '' ϕϕ=  

    若 ( )x'ϕ 直接能求出，从而就求出了复合函数的导数，若 ( )xϕ 又是复合函数，又

可把 ( ) ( )( )xhgx =ϕ ，要求 g(u)是基本初等函数，即 g'(u)可求出，从而

( ) ( )( ) ( )xhxhgx ''' =ϕ  

若 h'(x)直接能求出，从而求就出了 ( )x'ϕ ，也求出
dx
dy
，若 h(x)又是复合函数，再如

此下去⋯直到最后一个内函数或者是基本初等函数或者是简单函数（由基本初等函数

经过四则运算得到的函数），就是最后一个内函数导数可求出来，从而就求出原函数

的导数。即反复利用两个函数复合的求导，这就是“层层剥皮法” 

    4  基本初等函数的求导公式(略) 

    注 1 由三解函数的导数有时是“+”号，有时是“-”号，用下面的方法记，带有

“正”字的三角函数或反三角函数导数前面取“+”号，带有“余”字的三角函数与反

三角函数导数前面取“-”号。 

    注 2 y=arc sinx,     y=arc cosx    在定义域中 x=±1 处不可导。 

若 αxy = 在 x=0 处有定义（此时α>0 且 f(0)=0），由 

              
( ) ( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
=

<<∞
===

− −
→→

.1,0
,1,1

,10,
0 1lim

0
lim

0

α
α

α
α

α

x
x

x
x

fxf
xx  

知 f(x)=x
α
当 0<α<1 时，在 x=0 处不可导，其余的所有的基本初等函数在其定义域内

的每一点都可导。 

    注 3 由于初等函数是由基本初等函数经过有限次四则运算及复合运算所得的函

数，因此，有了上述求导公式及求导法则，就可按部就班地计算出初等函数的导数，

但求导之前尽量的化简，最好能化成加减，因为函数越简单，求导越容易，函数加减

求导数比函数乘除的导数要容易。 

    注 4 而分段函数是在 x不同取范围内用不同的初等函数表达式，因此，不在分界

点时，可直接利用求导公式，在分界点需用左、右导数的定义。 

    关于求分界点左、右导数还有下面的定理 

    定理 2.6  若 [ )δδ +>∃ 00 ,)(,0 xxxf 在 上连续，在 ( )δ+00 , xx 内可导且

( ) ( ) ( ) ( ) AxfxfAxf
xx

=++=+→ 00
lim '''

0
存在且，则常数 。 

    证   由于
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

lim

0

0lim ''
0
0

00
xfAxf

xx
xfxf

xxxx +===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+ +→→ 常数  

同理有 
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    定理 2.7  若 ( ) ( ]00 ,,0 xxxf δδ −>∃ 在 上连续，在 ( )00 , xx δ− 内可导且

( ) ( ) AxfxfAxfxx =−−=−→ 00
lim ')(','

0
存在且则（常数） 。 

推论 2..7.1  若 ( ) ( )δδ ,,0 0xUxf 在>∃ 上连续，在 ( )δ,0

0
xU 内可导且

AxfxfAxfxx ==→ )(')('),()(' 00
lim

0
存在且则常数 . 

定理 2.8（变上限求导定理）  若 ],[)( baxf 　 上连续，则 )()( xfdttf
dx
d x

a =∫ 。 

推论 2.8.1   若 f(t)连续，u=u(x)可导，则 ( ) )('))(()( xuxufdttf
dx
d xu

a =∫ . 

证 )('))(()(')()()()( xuxufxuuf
dx
dudttf

du
ddttf

dx
d u

a
xu

a =⋅=⋅∫=∫ . 

    推论 2.8.2  若 f(t)连续，u(x)、v(x)均可导，则

).('))(()('))(()()(

)( xvxvfxuxufdttfxu

xv −=∫  

    证  ])()([)( )()()(

)( dttfdttf
dx
ddttf

dx
d xv

a

xu

a

xu

xv ∫−∫=∫ ).('))(()('))(( xvxvfxuxuf −=  

    记住了推论 2.8.2，变上限函数求导定理，推论 2.8.1 就成为推论 2.8.2 的特例。

在运用这个定理时，要注意被积函数只能是积分变量的表达式，如果不是这种形式，

不能直接利用这个公式。 

5.高阶导数的运算法则   若 u(x),v(x)在 x 处 n 阶导数存在，则 

                   )()(;)( )()()()()( 为常数ccucuvuvu nnnnn =±=± ； 

               ( ) .' )()0()()()1(1)0()(0)( nn
n

kknk
n

n
n

n
n

n vucvucvucvucvu +++++=⋅ −−
 

其中 ., )0()0( vvuu ==  

    由于乘积的高阶导数公式较复杂，而且没有商的高阶导数，从而使得求高阶导数

更加麻烦，更需要在求导之前，对函数进行化简，尽量化成加减，对于乘积的高阶导

数公式，若满足下列条件一定用：若 f(x)=u(x)v(x)，其中有一个因式高阶导数有公式

看成 u(x)，另一个因式经过几次求导为零看成 v(x)，这时用乘积的高阶导数公式较方

便，因为不论求多少阶导数，f
(n)
(x)仅有有限几项。 

    6．部分基本初等函数的高阶导数公式 

（1） ),
2

sin()(sin )( π
⋅+= nxx n                  （2） ),

2
cos()(cos )( π

⋅+= nxx n  

（3） ),1,0()(ln)( )()( 常数≠>= aaaaa nxnx      （4） ,)( )( xnx ee =  

（5）

( ) ( ) ，为常数)(11)( )( αααα αα nn xnx −+−−= ,0)(,!)( )()( ）（ nmxnx mnnn >==  
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（6）
)1(1)1(1)1()( ]1)1(1[)11(1)5()(])'[(ln)(ln −−−−−− +−−−−−−== nnnn xnxxx 用公式  

.)!1()1( 1 nn xn −− −−=  

类似我们还可得到 ( ) ,)1()!1()1()]1[ln(),
2

sin(sin )1()()( nnnnn xnxnkxkkx −− +−−=++=
π

 

定理 2.9 f(x)在 x 处可微 )(xf⇔ 在 x处可导且 A=f'(x)  

由于根据微分的定义验证一个函数可微是比较麻烦的，有了这个定理，只要验证

函数是否可导，如果函数可导，就可微，否则就不可微。由于若 f(x)可微时，

A=f'(x)，知 xxfdy ∆= )(' ，特别地 ,)'( xxxdx ∆=∆= 于是 

).()(' xf
dx
dydxxfdy =⇔⋅=  

因此，导数等于 dy 与 dx 的商，故导数又称为微商。 

由于 dy=f'(x)dx，所以将导数公式表中的每个导数乘以自变量的微分 dx，便得到

了微分公式。 

    定理 2.10  若 )(xu ϕ= 在点 x处可微，y=f(u)在 ))(( xuu ϕ= 处可微，则复合函数

))(( xfy ϕ= 在点 x处可微，且 dy=f'(u)du. 

    这里 u是中间变量，它与当 x是自变量时，dy=f'(x)dx 的形式一样，我们称该性

质为一阶微分形式不变性。 

    即若 y=f(u)可微，不论 u是自变量，还是中间变量，都有 df(u)=f'(u)du. 

微分的四则运算  若 u=u(x),v=v(x)在 x 处均可微，则 

（1） dvduvud ±=± )( ；         （2） vduudvuvd +=)( ，特别 d(cu)=cdu

（c 为常数）； 

（3） )0(2 ≠
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ v

v
udvvdu

v
ud ，特别地 ).0()1( 2 ≠

−
= v

v
dv

v
d  
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第三章  中值定理及导数的应用 

大纲要求 

了解柯西中值定理，曲率、曲率圆与曲率半径的概念 

会 用柯西中值定理，用导数判断函数图形的凹凸性（注：在区间 ( , )a b 内，设函数 ( )f x 具有二阶导
数。当 ( ) 0f x′′ > 时， ( )f x 的图形是凹的；当 ( ) 0f x′′ < 时， ( )f x 的图形是凸的），求函数图形的
拐点以及水平、铅直和斜渐近线，描绘函数的图形，计算曲率和曲率半径． 

理解罗尔定理、拉格朗日中值定理和泰勒定理，函数的极值概念， 

掌握用罗尔定理、拉格朗日中值定理和泰勒定理，用导数判断函数的单调性和求函数极值的方法，函数
最大值和最小值的求法及其应用． 

内容精要 

（一） 基本概念 

   1. 定义 2.5  若存在 x0的某邻域 ( )δ,0xU ，使得对一切 ( )δ,0xUx∈ ，都有 

                         )),()(()()( 00 xfxfxfxf ≥≤  

则称 )( 0xf 为极大值（极小值），称 x0为极大（小）值点。极大值、极小值统称为极

值，极大值点、极小值点统称为极值点。 

若 0)(' 0 =xf ，称 0xx = 为驻点或稳定点。 

定义 2.6  设 )(xf 在 ),( ba 内可导,且曲线 )(xfy = 在曲线上任意一点切线的上方,

则称曲线在该区间内是上凹或下凸;如果曲线在曲线上任意一点切线的下方,则称曲线

在该区间内是下凹或上凸. 

定义 2.7  设 )(xf 在 0x 的某领域内连续,且 ))(,( 00 xfx 是曲线 )(xfy = 上凹与下

凹的分界点,称 ))(,( 00 xfx 为曲线 )(xfy = 的拐点或变凹点。 

注：极值点与拐点的区别,极值点是取到极值的横坐标 0x ,拐点是曲线上的点 是
一对有序数组 ))(,( 00 xfx . 

拐点的横坐标一定包含在 0)( =′′ xf 与 )(xf ′′ 不存在的点之中. 

定义 2.8  设函数 )(xf 在 ))(,(),( baba ≤+∞−∞ ∪ 上有意义,若存在一个已知的直

线 baxyL +=:  (a,b 为常数),使得曲线 )(xfy = 上的动点 M : ),,( yx 当它沿着曲线无

限远离原点(即 ∞→x )时,点 M 到直线 L的距离 d趋于 0, 则称直线 L是曲线
)(xfy = 当 ∞→x 时的斜渐近线. 

定义 2.9  若曲线上点 M ))(,( xfx 沿着曲线无限远离原点时,M 到直线 0xx = 距离

的极限为零，则称 x= 0x 是曲线 )(xfy = 的垂直渐近线或铅垂渐近线. 

（二）重要定理与公式 
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费马（Femat）定理 2.11（取到极值的必要条件） 

    设 f(x)在点 x0处取到极值，且 )(' 0xf 存在，则 .0)(' 0 =xf  

    反之不真，例如 ,0)0(',3)(',)( 23 === fxxfxxf 但 f(0)不是极值。 

    费马定理常用于证明 f(x)=0 有一个根，找一个 F(x)，使 ).()(' xfxF = 证明 F

（x）在某点 x0处取到极值且 )(' 0xF 存在，由费马定理知 ,0)(' =xF 即 .0)( 0 =xf  

    罗尔（Rolle）定理 2.12  设 f(x)在闭区间[a,b]上满足下列三个条件： 

    （1）f(x)在闭区间[a,b]上连续；（2）f(x)在开区间（a,b）内可导；（3）

),()( bfaf = 则至少存在一点 ( ),,ba∈ξ 使 .0)(' =ξf  

    推论 2.12.1  在罗尔定理中，若 f(a)=f(b)=0，则在（a,b）内必有一点ξ，使
,0)(' =ξf 即方程 f(x)=0 的两个不同实根之间，必存在方程 f'(x)=0 的一个根。 

    罗尔定理的应用：1. 证明 f(x)=0 有一个根，找到一个 F（x）,使 ( ) ( )xfxF =′ ，

验证 F（x）在某闭区间[a,b]上满足罗尔定理条件，则至少存在一点

0)(,0)('),,( ==∈ ξξξ fFba 即使 。2. 证明适合某种条件ξ的等式：把待证含有ξ的
等式，通过分析转化为 0)(' =ξF 形式，对 F(x)应用罗尔定理即可。 

拉格朗日（Lanrange）定理 2.13  若 f(x)在闭区间[a,b]上满足下列二个条件： 

    （1）f(x)在闭区间[a,b]上连续 ; （2）f(x)在开区间（a,b）内可导，则至少存

在一点 ).(')()(),,( ξξ f
ab

afbfba =
−
−

∈ 使  

    拉格朗日定理的结论常写成下列形式： .),)((')()( baabfafbf <<−=− ξξ  

上式中当 a>b 时公式仍然成立，即不论 a,b 之间关系如何，ξ总介于 a,b 之间，由 

,10),(,10 <<−+=<=
−
−

< θθξθξ aba
ab
a

得 所以 

.10),)](([')()( <<−−+=− θθ ababafafbf  

拉格朗日定理是连结函数值与导函数值之间的一座桥梁，特别适合给出导数条

件，要证明函数值关系的有关结论，拉格朗日定理主要应用是证明不等式. 

单调性定理 2.14   设 f(x)在区间 Ι  ( Ι可以是开区间，可以是闭区间，也可以是
半闭半开区间，也可以无穷区间)上连续，在 Ι内部可导（不需要在端点可导）， 

    （1）若 Ι∈x 内部， ,0)(' ≥xf 则 f(x)在区间 Ι上递增。 

    （2）若 Ι∈x 内部， ,0)(' ≤xf 则 f(x)在区间 Ι上递减。 

   （3）若 Ι∈x 内部， ,0)(' ≡xf 则 f(x)在区间 Ι上是常值函数。 

若（1）中 0)('0)(' >≥ xfxf 改成 ，则 f(x)在区间 Ι上严格递增， 
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若（2）中 0)('0)(' <≤ xfxf 改成 ，则 f(x)在区间 Ι上严格递减。 

    推论 2.14.1  若 f(x)在区间 Ι上连续，在区间 Ι内部可导，当 Ι∈x 内部，

)0(0)(' ≤≥xf 且 f(x)在 Ι的任何于区间上， ,0)(' ≠xf 则 f(x)在区间 Ι上严格递增
（减）。 

    证  由 0)(' ≥xf ，知 f(x)在区间 Ι上递增，假设 f(x)在 Ι上不是严格递增，即存
在 ],[)(),()(,, 21212121 xxxfxfxfxxxx 在由有且 =<Ι∈ 上递增，所以任给

],[ 21 xxx∈ ，有 

       ),()()()( 121 xfxfxfxf =≤≤    从而 ],[),()( 211 xxxxfxf ∈≡  

    所以 ],[,0)(' 21 xxxxf ∈≡ 与条件矛盾，故 f(x)在区间 Ι上严格递增，对于
0)(' ≤xf ，同理可证 f(x)在 Ι上严格递减。 

    单调性定理及推论是证明函数在某区间上（严格）单调或是常值函数和求函数

（严格）单调区间的重要方法。 

    柯西（Cau chy）定理 2.15  设 f(x),g(x)在闭区间 ],[ ba 上满足下列条件： 

    （1）f(x),g(x)在 ],[ ba 上连续 （2）f(x),g(x)在 ),,( ba 内可导 （3）

),(,0)(' baxxg ∈≠ ，则至少存在一点 ),,( ba∈ξ 使
)('
)('

)()(
)()(

ξ
ξ

g
f

agbg
afbf

=
−
−

 

证明与拉格朗日证明类似，只要把拉格朗日定理证明过程中 b换成 g(b)，a 换成

g(a)，x 换成 g(x)即可，读者可自证。 

柯西定理也可以用来证明不等式及适合某种条件ξ的存在性，但没有拉格朗日定
理和罗尔定理用得多。 

泰勒（Tay lor）定理 2.16  设 f(x)在区间 Ι上存在 n+1 阶导数，对每一个
,0 Ι∈x 任给 0, xxx ≠Ι∈ 且 ，有 

,)(
)!1(

)()(
!

)(
)(

!2
)("

))((')()( 1
0

)1(

0
0

)(
2

0
0

000
+

+

−
+

+−++−+−+= n
n

n
n

xx
n

fxx
n

xf
xx

xf
xxxfxfxf ξ"

其中ξ是介于 x0及 x 之间 

    1

0

)1(

)(
)!1(
)()( +

+

−
+

= n
n

n xx
n

fxR ξ
称为拉格朗日余项, 当 x0=0 时，称为麦克劳林公式，

即 

            .
)!1(
)(

!
)0(

!2
)0(")0(')0()( 1

)1)(
2 +

+

+
+++++= n

n
n

n

x
n

fx
n

fxfxffxf ξ"  

1
)1(

)!1(
)()( +

+

+
= n

n

n x
n

fxR ξ
称为麦克劳林余项。 

    佩亚诺（Peano）定理 2.17  若 f(x)在点 x0处存在 n阶导数，则 
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))()(()(
!

)(
)(

!2
)("

))((')()( 000
0

)(
2

0
0

000 xxxxoxx
n

xf
xx

xf
xxxfxfxf nn

n

→−+−++−+−+= "

称 ))(()( 0
n

n xxoxR −= 为泰勒公式的佩亚诺余项. 

    相应的麦克劳林公式为

).0)((
!

)0(
!2

)0(")0(')0()(
)(

2 →+++++= xxox
n

fxfxffxf nn
n

"  

    读者要记住 5个常用函数的带有佩亚诺余项的麦克劳林公式 

               );(
!!2

1
2

n
n

x xo
n
xxxe +++++= "  

             );(
)!12(

)1(
!7!5!3

sin 12
12753

+
+

+
+

−++−+−= n
n

n xo
n
xxxxxx "  

             );(
)!2(

)1(
!6!4!2

1cos 2
2642

n
n

n xo
n

xxxxx +−++−+−= "  

          );()1(
432

)1ln( 1
432

n
n

n xo
n
xxxxxx +−++−+−=+ −"  

           
( ) ( ) ).(

!
11

!2
)1(1)1( 2 nn xox

n
nxxx +
+−−

++
−

++=+
ααααααα ""  

    带有拉格朗日余项的泰勒公式可用以证明方程根的存在性、适合某种条件ξ的存
在性及各种不等式。带有佩亚诺余项的泰勒公式仅适用于求函数极限。 

若 )(xf 在 0x 处取到极值，由 )(xf 在 0x 处或者导数存在或者导数不存在。由费马
定理知若 )(' 0xf 存在，则 0)(' 0 =xf ，从而知 0x 一定是驻点或导数不存在的点，因此
极值点一定包含在 )(xf 的驻点或导数不存在点之中，对于判断极值点的杯疑点是否为

极值点，我们有下述的方法 

定理 2.18（取到极值的第一充分条件）若存在 0>δ ， )(xf 在 ),( 00 δδ +− xx 上

连续，在 ),( 0

0

δxU 内可导（不要求 )(xf 在 0x 处可导）， 

（i）当 ),( 0xxx δ−∈ 时， 0)(' >xf ，当 ),( 00 δ+∈ xxx 时， 0)(' <xf ，则

)( 0xf 为极大值； 

（ii）当 ),( 0xxx δ−∈ 时， 0)(' <xf ，当 ),( 00 δ+∈ xxx 时， 0)(' >xf ，则

)( 0xf 为极大值； 

（iii）当 )(' xf 在 0x 两侧符号相同，则 )( 0xf 不是极值。 

定理 2.19（取到极值的第二充分条件）（仅适合驻点） 

若 )(",0)(' 00 xfxf = 存在且 ,0)(" 0 ≠xf  
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当 0)(" 0 >xf 时，则 )( 0xf 为极小值，当 0)(" 0 <xf 时，则 )( 0xf 为极大值。 

注：若 0)(" 0 =xf 时，该方法无法判断，但我们有下述的方法 

定理 2.20   若 ),1(,0)(),()()( 0
)(

0
)1(

00 >≠==′′=′ − nxfxfxfxf nn… 当 n为奇数

时， )( 0xf 不是极值，当 n为偶数时， )( 0xf 为极值，且 ,0)( 0
)( <xf n 则 )( 0xf 为极大

值； ,0)( 0
)( >xf n 则 )( 0xf 为极小值。 

注：读者可利用在 0xx = 处展成带有佩亚诺余项的泰勒公式去证明。 

定理 2.21  设函数 )(xf 在区间 I上连续且在内部取到唯一的极值 )( 0xf ，,那么 

(1)若 )( 0xf 为极大值，则 )( 0xf 为最大值，且在的 0x 左边函数严格递增，在 0x
的右边函数严格递减； 

(2) 若 )( 0xf 为极小值，则 )( 0xf 为最小值，且在的 0x 左边函数严格递减，在 0x
的右边函数严格递增. 

定理 2.22  设函数 )(xf 在 ),( ba 具有二阶导数,那么 

(1)若 ),( bax∈ 时,有 ,0)( >′′ xf 则曲线 )(xfy = 在 ),( ba 内是上凹的： 

(2)若 ),( bax∈ 时, 有 ,0)( <′′ xf 则曲线 )(xfy = 在 ),( ba 内是下凹的. 

定理 2.23  设 )(xf 在 0x 的某领域内连续,若 )(xf ′′ 在 0x 两侧的符号相反,则
))(,( 00 xfx 为曲线的拐点. 

定理 2.24 若 ,0)(,0)( 0
)3(

0 ≠=′′ xfxf 则 ))(,( 00 xfx 为曲线的拐点. 

求曲线的凹向区间与拐点的步骤: 

(1)求出 )(xf 的定义域;(2)求出 0)( =′′ xf 的点;(3)求出 )(xf ′′ 不存在的点;(4)列

表;(5)讨论. 

1．曲率公式若曲线 

{
2
3

22

)(
)(

)(
),(,)(),(

yx

yxxy
kyxMttytxtxx

tyy

′+′

′′′−′′′
=′′′′Γ =

= 处的曲率对应的曲线上点参数在存在，且：

 

若曲线 。处的曲率公式为在曲线上点
2
3

12 )1(
),(),(

y

y
kyxMxfy

+

′′
==   

曲率圆 

设

法在位于曲线凹的一侧的引法线在点的曲率在点 ,,0),()( MPMkyxMxfy ≠= 线

上线段
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这个圆具的曲率圆这个圆就称为曲线在点为半径作一圆为中心 ,,1,,1 M
k

A
k

AM =

有下列性质： 

（1）它通过点 M，在点 M与曲线相切（即两曲线有公共切线）； 

（2）在点 M与曲线有相同的凹向； 

（3）圆的曲率与曲线在点 M的曲率相同，曲率圆的中心，称为曲率中心，半径称

为曲率半径.  

一、证明方程根的存在性 

    把要证明的方程转化为 f(x)=0的形式。对方程 f(x)=0用下述方法： 

    1．根的存在定理  若函数 f(x)在闭区间[a,b]上连续，且 ,0)()( <⋅ bfaf 则至少存在

一点 ( )ba,∈ξ ，使 .0)( =ξf  

    2．若函数 f(x)的原函数 )(xF 在[a,b]上满足罗尔定理的条件，则 f(x)在（a,b）内
至少有一个零值点. 

    3．若函数 f(x)的原函数 F(x)在某点 x0处取极值，在 x0处导数也存在，由费马定

理知 F'(x0)=0，即 f(x0)=0。 

    4．实常系数的一元 n次方程 )0(0 01

1

10 ≠=++++ −

− aaxaxaxa nn

nn " ，当 n为奇
数时，至少有一个实根。 

    证  设

)111()( 11101
1

10 nnnn
n

nn
nn

x
a

x
a

x
aaxaxaxaxaxf ++++=++++= −−−

− ""  

由 ,00 ≠a 不妨设 a0>0。由于 ,0,1,)( 0
lim >∃=+∞=+∞→ NMxfx 取 当 x>N0时，都有

f(x)>1>0。 

取 b>N0，有 f(b)>0， 0,1,)( 1
lim >∃=−∞=−∞→ NMxfx 取 ，当 x<-N1时，都有

f(x)<-1<0。 

    取 a<-N1<b, f(a)<0。由 f(x)在[a,b]连续，f(`a)f(b)<0，由根的存在定理知至
少存在一点 .0)(),,( =∈ ξξ fba 使  

    5．实系数的一元 n次方程在复数范围内有 n个复数根，至多有 n个不同的实数
根。 

    6．若 f(x)在区间 X上连续且严格单调，则 f(x)在 X内至多有一个零值点。若函数
在两端点的函数（或极限）值同号，则 f(x)无零值点，若函数在两端点的函数（或极
限）值异号，则 f(x)有一个零值点。 

    7．求具体连续函数 f(x)在其定义域内零值点的个数：首先求出 f(x)的严格单调区
间的个数，若有m个严格单调区间，则至多有m个不同的零值点。至于具体有几
个，按照 6研究每个严格单调区间是否有一个零值点。 

    8．用泰勒公式证明方程根的存在性. 
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    9．在证明方程根的存在性的过程中，我们经常要用拉格朗日定理，积分中值定
理，有时也用到柯西中值定理来证明满足方程根的存在性所需的条件，然后利用上述

的方法来证明方程根的存在性。 

二、证明适合某种条件下ξ的存在性 

常用的方法有罗尔定理、拉格朗定理，泰勒公式， 

三、证明不等式 

证明不等式的方法： 

1．拉格朗日定理适用于已知函数导数的条件，证明涉及函数（值）的不等式 

2．泰勒公式适用于已知函数的高阶导数的条件，证明涉及函数（值）或低阶导
函数（值）的不等式. 

3．单调性定理. 

（i）对于证明数的大小比较的不等式，转化为同一个函数在区间两端点函数（或极
限）值大小的比较，利用函数在区间上的单调性进行证明. 

(ii) 对于证明函数大小比较的不等式，转化为同一个函数在区间内上任意一点函数值
与区间端点函数（或极限）值大小的比较，利用函数在区间上的单调性进行证明. 

4．利用函数最大值，最小值证明不等式. 

把待证的不等式转化为区间上任意一点函数值与区间上某点 0x 处的函数值大小的
比较，然后证明 )( 0xf 为最大值或最小值，即可证不等式成立。 

5．利用函数取到唯一的极值证明不等式. 

把待证的不等式转化为区间上任意一点函值与区间内某点 0x 处的函数值大小的比
较，然后证明 )( 0xf 为唯一的极值且为极大值或极小值，即 )( 0xf 为最大值或最小

值，即可证不等式成立。 

6．用柯西定理证明不等式. 

7．利用曲线的凹向性证明不等式. 

（1）若 0)(),,( >′′∈ xfbax （曲线上凹），知曲线在（a,b）内上凹，有不等式

nn baxxx λλλ …… 2121 ,),,(,,, ∈∀ 均为正数，且 121 =+++ nλλλ … ，则

)()()()( 22112211 nnnn xfxfxfxxxf λλλλλλ +++≤+++ …… 特别地 ,10 << λ 有

)()1()()1(( 2121 xfxfxxf λλλλ −+≤−+ 。 

（2）若 0)(),,( <′′∈ xfbax （曲线下凹），知曲线在（a,b）内下凹，有不等式

nn baxxx λλλ ,),,(,,, ,2,121 …… ∈∀ 均为正数且 ,121 =+++ nλλλ … 则

)()()()( 221122111 nnnn xfxfxfxxxf λλλλλλ +++≥+++ …… .特别地 ,10 << λ 有

)()1()())1(( 21121 xfxfxxf λλλλ −+≥−+  
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等号仅当 nxxx === …21 时成立。 

证（1）令 ,
111

0 bbbxx
n

i
i

n

i
i

n

i
ii ==<= ∑∑∑

===

λλλ 同理可证 ,0 ax > 知 ),,(0 bax ∈ 对 

每一个 ,,,2,1),,( nibaxi …=∈ 由泰勒公式 

),)(()()(
!2

)(
))(()()( 000

2
0000 xxxfxfxx

f
xxxfxfxf ii

i
ii −′+≥−

′′
+−′+=

ξ
iξ 介于

ixx ,0 之间。从而有 )()()()( 0
1

0
1

0
1

xxxfxfxf i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii −′+≥ ∑∑∑

===

λλλ  

( ) ( )( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
==−′+=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−′+= ∑∑∑

===

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii xfxfxxxfxfxxxxfxf

1
00000

1
0

1
00 )()( λλλ

 

即 )()()()( 22112211 nnnn xfxfxfxxxf λλλλλλ +++≤+++ …… .由证明过程可知等

号仅当 nxxx === …21 时成立。 

同理可证（2）成立 

8．利用不等式： ),,,2,1(0 nixi …=>∀ 有 

n
xxx

xxx

xxx

nn
n

n

+++
≤≤

+++

……
…

21
21

21

111
1

. 

（调和平均数≤几何平均数≤算术平均数）等号仅当 nxxx === …21 时成立。 

证若令 ),0(ln)( >−= xxxf 于是 01)(
2

>=′′
x

xf . 

由 7知 )ln()ln(1)1ln()ln(1 21
21

11 n
xxx

xxx
n

x
n

x
n

n
n

n

i
i

n

i
i

+++
≤⇔−≥− ∑∑

==

……  

即
n

xxx
xxx nn

n
+++

≤
…… 21

21 . 

在上面不等式中，用
ix

1
替代 ix ，有不等式 

n
xxx

xxx
n

n

n

111
111 21

21

+++
≤

"
" ， 

即      .
111 21

21

n
n

n

xxx

xxx

n "
"

≤
+++
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从而有 .

1

111

21

21

21

n
x

xx
xxx

xxx

n nn
n

n

+++
≤≤

+++

"
"

"
 

在证明不等式的过程中，我们也经常用绝对值的不等式

.2121 nn xxxxxx +++≤++ …" 可以说知道有关不等式的结果越多对我们证明不

等式越有利。 

 

34



第四章   不定积分 

大纲要求 

会  求有理函数、三角函数有理式及简单无理函数的积分。 

理解 原函数概念，不定积分和定积分的概念。 

掌握 不定积分的基本公式，不定积分和定积分的性质及定积分中值定理，换元积分法与分部积分法。 

内容精要 

（一） 基本概念 

定义 3.1 设 )(xf 在区间 I 上有定义，若存在一个可微函数 )(xF ，使得对一切

( ) 上的一个原函数在区间是则称都有 IxfxFxfxFIx )(),()(, =′∈ 。 

定义3.2 若 )(xf 在区间I上存在原函数，则 )(xf 在区间I上的全体原函数称为 )(xf

在区间 I上的不定积分，记作 ∫ .)( dxxf  

（二）重要定理与公式 

定理 3.1  若 )()( xfxF 是 在区间 I上的一个原函数，则 )(xf 在区间 I的全体原函数为

∫ dxxf )( = ( ) CxF + ， CRC ,∈ 是常数. 

注：根据定义可知求出的 )(xF 的定义域至少要与 )(xf 的定义域一样。 

基本积分表（略） 

注：从不定积分表中可看出，求出不定积分形式可以不一样，如何验证所求不定积分的

正确性，只要把所求的不定积分求导看是否为被积函数即可. 

不定积分性质 

性质 1  ∫ ∫ == dxxfdxxfdxfdxxf
dx
d )()()()( 或 . 

性质 2  ∫ += Cxfxdf )()( 或 ∫ +=′ .)()( cxfdxxf  

性质 3  若 )(),( xgxf 的原函数都存在，则 

（i） ∫ ∫ ∫±=± dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([ ； 

∫ ∫ ≠= 0,,)()()( αααα 为常数dxxfdxxfii . 

注 1：从性质 2可知不定积分是导数的逆运算，正是利用这一性质，寻找哪个函数的导

数为 )(xf ，则这个函数就是 )(xf 的一个原函数 

注 2:  性质 2告诉我们求不定积分的一个方法，即如何把 ∫ ∫ )()( xdFdxxf 表示成 形
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式，实际上就是 ),()( xdFdxxf = 这正是微分的逆过程，从而可以利用我们所学的微分基本

公 式 ， 微 分 的 四 则 运 算 ， 尤 其 是 一 阶 微 分 形 式 不 变 性 ， 把

)(,)()( xfxdFdxxf 从而求出了形式写成 的不定积分。 

1.凑微分（第一换元法） 

利用一阶微分变性

存在的原函数若
设

)()(
)()()())(()())((

uFuf
duufuxxdxfdxxxf ==′ ϕϕϕϕϕ  

)())(())(()),(()( xxfxFxdFudF ϕϕϕϕ ′= 是知 的一个原函数，由分析过程可知 

定理（凑微分）设 则可导,)(),()( xuufuF ϕ==′  

∫ ∫=′ )())(()())(( xdxfdxxxf ϕϕϕϕ ux =)(ϕ令    

CxFcuFduuf +=+=∫ ))(()()( ϕ  

注：给一个不定积分 dxxg∫ )( ，要想运用凑微分，关键是能否把被积表达式

dxxxfdxxg )())(()( ϕϕ ′表示成 的形式，并且要求 f(u)的原函数能求出来，在具体运用此

定 理 时 ， 一 般 不 引 入 中 间 变 量

u ))(( 就需要引入中间变量的原函数直接求不出来如果 uf ，而直接写出结果，即

∫ ∫ ∫ +==′= cxFxfdxxxfdxxg ))(())(()())(()( ϕϕϕϕ . 

为了熟练运用凑微分，记住下列微分关系是必要的（其实就是求原函数）. 

1. )0)((1
≠+= abaxd

a
dx             6. )(

2
1 22 axdxdx ±=  

2. )(
2
1 22 xadxdx −−=              7. xddx

x
ln1

=  

3. xddx
x

21
=            8.

xx dedxe =  

4. xdxdx cossin −=                9. xdxdx sincos =  

5. xddx
x

arcsin
1

1
2

=
−

            10. xddx
x

arctan
1

1
2 =

+
 

2．变量代换法 

由一阶微形式的不变性知 

)()())(()())(()())(()()( tFttfdtttftdtftxdxxf 有原函数若可微若 ϕϕϕϕϕϕϕ ′′==

 

))((`)()( 1 xdFtxtdF −= ϕϕ 严格单调若 ， 
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t= )(1 x−ϕ   

知 由此得的一个原函数是 ,)())(( 1 xfxF −ϕ  

定理（变量代换法）若 )(tx ϕ= 严格单调，可微，且 )())(()( ttftF ϕϕ ′=′ ，则

cxFdxxf +=∫ − ))(()( 1ϕ  

用变量代换求不定积分的具体步骤是 

∫ = )()( txdxxf ϕ令 可导  ∫ )())(( tdtf ϕϕ ＝ dtttf )())(( ϕϕ ′  

cxFxtCtFtFttf +=+′ −− ))(()()(  )()())(( 11 ϕϕϕϕ 有原函数  

变量代换适合被积函数中含有根式且不能直接求出，也不能用线性运算法则或凑微分求

出时，则需用变量代换，目的是为了去掉根号，一般来说，当被积函数中含有 

)(),(,,,,
2

(
2

,0,sec,

)
2

,
2

(,tan,],
2

,
2

[,sin,

22

2222

txtxt
dcx
bax

dcx
baxUttaxax

ttaxxattaxxa

nn ϕϕπππ

ππππ

===
+
+

+
+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞∈=−

−∈=+−∈=−

令解得令令

令令

 

变量代换不仅适合于去根号，只要通过变量代换能求出原函数都可以用。 

3．分部积分 

定理（分部积分法）若 

∫ ∫ ′′== 且也存在则存在且均可导 ,)()(,)()(,)(),( dxxvxudxxvxuxvvxuu  

.)()()()()()(∫ ∫ ∫ ∫−=′−=′ vduuvudvdxxvxuxvxudxxvxu ，常写成  

在具体运用这个公式时，关键是把被积函数表示成 )()( xvxu ′ 的形式，而且目的是要把

)(xu 转化，从而转化为求不定积分 .)()(∫ ′ dxxuxv  

分部积分适合下列情形，当 xxpn 是)( 的 n次多项式时， 

1. ∫ ∫ ≠=
′

)0(1)(
)(

ae
a

dxpdx
v
e

u
xp ax

n

ax
n . 

2. ∫ ∫ ≠+=+ )0)(sin(1)()cos()( abax
a

dxpdxbaxxp nn . 

3 . ∫ ∫ ≠+−=+ )0)](cos(1[)()sin()( abax
a

dxpdxbaxxp nn . 

上面需要用 n次分部积分. 

在下列情形中， xxp 是)( 的多项式或其它 x的表达式，当不能凑微分求出时，常常要用

分部积分 
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4. ∫ =′= )(,)(ln,)(ln)( xpvuxfdxxfxp 令 . 

5. )(,)(arcsin,)(arcsin)( xpvuxfdxxfxp =′=∫ 令 . 

6. ∫ =′= )(,)(arctan,)(arctan)( xpvuxfdxxfxp 令 . 

在求不定积分时，需要基本不定积分表（还有一些重要的不定积结果），线性运算法则，

凑微分，变量代换，分部积分综合运用。 

重要的不定积分有 

∫ =≠
+ 222 )0(1

a
aadx

xa
c

a
x

aa
xd

a
x

+=
+

∫ arctan1)(
)(1

1
2

. 

.)11(
2
1)0(1

.sinlnsin
sin

1
sin
coscot

.coslncos
cos

1
cos
sintan

22∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

+
+

−
=≠

−

+===

+−=−==

dx
xaxaa

adx
xa

cxxd
x

dx
x
xxdx

cxxd
x

dx
x
xxdx

 

c
xa
xa

a
cxaxa

a
xad

xa
xad

xaa
+

−
+

=+++−−=+
+

+−
−

−= ∫ ∫ ln
2
1]lnln[

2
1)](1)(1[

2
1

. 

这些结果都要记住. 

例 3.1.1   求 ∫ xdxcsc . 

解法一  ∫ ∫ ∫ ∫ −
−=== xd

x
dx

x
xdx

x
xdx cos

cos1
1

sin
sin

sin
1csc 22  

.cotcscln
sin

cos1ln
cos1

)cos1(ln
2
1

cos1
cos1ln

2
1

cos1
cos1ln

2
1

2

2

cxxc
x

xc
x

x

c
x
xc

x
x

+−=+
−

=+
−
−

=

+
+
−

=+
−
+

−=

 

解法二 ∫ ∫ ∫== dx
xx

dx
x

xdx

2
cos

2
sin2

1
sin

1csc  

∫∫ +=== cxxd
x

xd
xx 2

tanln
2

tan

2
tan

1
2

2
cos

2
tan

1
2

.cotcscln
sin

cos1ln cxxc
x

x
+−=+

−
=  
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同理可求 ∫ ++= cxxxdx tanseclnsec ，这两个结果要记住. 

注：千万不要忘了加 C，加了 C是一族原函数，不加 C只是一个原函数，相差甚远。 

例 3.1.2  求 ∫
+

dx
ax 22

1
   （a＞0）. 

解  令 tax tan= , 

原式 ∫ ∫=
+

= dt
ta
tatda

ata sec
sectan

tan

1 2

222
 

∫∫ ++==−∈ .tanseclnsec
sec

sec)
2

,
2

(
2

ctttdtdt
t
tt ππ

 

,tan
a
xt =由 作出直角三角形,可知 ,sec

22

a
xat +

= 于是 

原式 acaxxc
a
x

a
xa lnlnln 22

22

−+++=++
+

=       

)ln(ln 11
22 acccaxx −=+++= .      

同理可得 ∫ +−+=
−

caxxdx
ax

22

22
ln1

。 

这两个结果要记住. 

注 1在利用三角变换时,代换回原变量时,尽管可以三角公式,但有时很麻烦,一般根据

三角变换,画出直角三角形,求出三角形的各边长,然后根据三角函数的定义,非常方便地求

出所需角 t的三角函数。 

注 2 在变量代换时，会遇到去绝对值，若绝对值中的式子，有时正，有时负，被积函

数是初等函数，这时可不妨设绝对值中的式子大于零，不影响求不定积分，一般说，结果是

一样的。 

设 )(),( xQxP mn  分别是 n 次和 m 次多项式，称 
)(
)(

xP
xQ

n

m 为有理函数，当 m＜n 时，称

为有理真分式，当 m≥n 时，称为有理假分式，利用多项式除法，有理假分式可以化成多项

式与有理真分式之和。由于多项式的不定积分可用幂函数的不定积分与线性运算法则求出，

而有理真分式通过待定系数法或赋值法可化为第一类最简分式与第二类最简分式之和. 

第一类最简分式的不定积分

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

>+
−+−

=+−
=

− −
∫ .1,

))(1(

,1,||ln

)( 1 nc
axn

A
ncaxA

dx
ax

A

n
n  

第二类最简分式的不定积分 .04,
)(

2
2 <−

++
+

∫ qpdx
qpxx

NMx
n 其中  

t
a

x

22 xa +

图 3-1
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令设由于 ,
2

4
,0

4
4),

2
(

4
4)

2
(

)(

22

2
2

2 a
pqpqpxd

pqpx

NMxdx
qpxx

NMx
nn =

−
>

−
+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
++

+
=

++
+

∫∫

 

于是,
2

tpx =+  

.
)(

1)
2

(
)()(

)
2

)( 2222222 dt
at

MPNdt
at

tMdt
at

NptM
dx

qpxx
NMx

nnnn ∫∫∫∫ +
−+

+
=

+

+−
=

++
+ （

而 =+
+

=
+ ∫∫ )(

)(
1

2
1

)(
22

2222 atd
at

dt
at

t
nn

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>+
+

⋅
−

=++

− 1,
)(

1
)1(2

1

,1,)ln(
2
1

122

22

nc
atn

ncat

n

 

对于积分 ∫ + nat
dt

)( 22 可利用后面的例题的结果来计算，然后把
2
Pxt += 代入,便可

求出我们还有下面的结果。 

定理  一切有理函数的原函数总可以用多项式、有理函数、对数函数及反正切函

数表达出来，即有理函数的原函数一定是初等函数。 

三角函数有理式的不定积分 

由 )(),...,(),( 21 xuxuxu k  及常数经过有限次四则运算所得到的函数称为关于

)(),...,(),( 21 xuxuxu k 的有理式，记作 R )).(),...,(),(( 21 xuxuxu k  

由于三角函数有理式 R（sinx,cosx,tanx,cotx,secx,cscx）=R(sinx,cosx)，所

以，我们只要讨论 ∫ .)cos,(sin dxxxR 对于这类积分，我们可以利用变换 t=tan
2
x
, 

x ),,( ππ−∈ 把它们转化为 t的有理函数的积分，从而求得函数。这是因为 

sinx= ;
1

2

tan1

2
tan2

2
2

2 t
t

x

x +
=

+
 cosx= ,

1
2;arctan2;

1
1

tan1

tan1
22

2

2
2

2
2

t
dtdxtx

t
t

x

x

=
==

+
−

=
+

−
 

故 dt
tt

t
t
tRdxxxR 22

2

2 1
2)

1
1,

1
2()cos,(sin

++
−

+
=∫ ∫ . 

显然，上式右端是关于变量 t的有理函数的积分。求出 t的原函数后，只需将 t=tan
2
x
代 
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从理论上讲，对于 ∫ ,)cos,(sin dxxxR 利用上述变量代换总可以算出它的积分，

然而有时候会导致很复杂的计算。因此，对某些特殊类型的积分，可选择一些更简单

的变量代换，使得积分比较容易计算。 

1. ,cossin xdxx nm∫ 其中 m,n 中至少有一个奇数（另外一个数可以是任何一个实数）。 

对这类积分，把奇次幂的三角函数，分离出一次幂，用凑微分求出原函数。 

2. ,cossin xdxx nm∫ 其中 m,n 均是偶数或零 

计算这类不定积分主要利用下列三角恒等式： 

sin ;
2

2cos12 xx −
=     ;

2
2cos1cos2 xx +

=     .2sin
2
1cossin xxx =  

降幂，化成 1的情况来计算。 

3. ∫ ∫ ∫ ,coscos,sinsin,cossin nxdxmxnxdxmxnxdxmx 其中 m,n 是常数，且

m .n±≠  

计算这类积分，可利用下述积化和差公式 

sinmxcosnx=
2
1 [ ];)sin()sin( xnmxnm −++  

sinmxsinnx= [ ];)cos()cos(
2
1 xnmxnm +−−   

[ ]xnmxnmnxmx )cos()cos(
2
1coscos −++=  

4. .)cos,cossin,(sin 22 dxxxxxR∫ 令 tanx=t, 有 x=arctant. 

dx= dt
t 21

1
+

   2

2
2

1
sin

t
tx
+

=    21
cossin

t
txx
+

=    ,
1

1cos 2
2

t
x

+
= 于是 

dt
ttt

t
t

tRdxxxxxR 2222

2
22

1
1)

1
1,

1
,

1
()cos,cossin,(sin

++++
= ∫∫  

类型 1.1 形如 的积分（ dx
dax
baxxR n ),∫ +

+
 

解题策略 令 nn t
dcx
baxt

dcx
bax

=
+
+

=
+
+

有, ， 

经整理得 =
+
+

=
−
−

= ∫ dx
dcx
baxxRt

cta
bdtx n
n

n

),(),( 于是ϕ  

。为变量的有理函数积分这样，就化成了以tdttttR ,)(')),(( ϕϕ∫      
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类型 1.2 形如
的积分，dxcbxaxxR ),( 2 ++∫   

解题策略 ：化成如下三种形式之一把 cbxax ++2

 

,)(,)(,) 222222 xkkxkx ϕϕϕ −−+（ )0() ≠+= pqpxx（其中ϕ 的一次多项

式，k为常数，能用凑微分就用凑微分，否则再用三角变换即可化三角函数有理式的不定积

分 

从以上不定积分的计算中可以看出，求不定积分要比 求导数更复杂，更灵活。计算不定积

分的基础是利用基本积分、简单函数的不定积分、凑数分法、变量代换法及分部积分法。这

几种都是将所求的不定积分化成基本积分表中被积函数的形式，从而求得不定积分，我们将

一些常用的不定积分公式已在前面例子中给出，并要求读者记住，这些公式也是建立在基本

积分方法基础上的。在基本积分方法熟练掌握的基础上，要多做一些练习，才能熟能生巧，

最后还要指出，有些不定积分.     
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第三章  定积分及其应用 

大纲要求 

了解反常积分的概念。 

会  ，求积分上限的函数的导数，计算反常积分。 

理解定积分的概念，积分上限的函数。 

掌握定积分的性质及定积分中值定理，换元积分法与分部积分法，牛顿一莱布尼茨公式，用定积分表达
和计算一些几何量与物理量（平面图形的面积、平面曲线的弧长、旋转体的体积及侧面积、平行截面面积

为已知的立体体积、功、引力、压力）及函数的平均值等． 

 

内容精要 

（一） 基本概念 
    定积分的概念是由求曲边梯形面积，变力作功，已知变速直线运动的速度求路程，密度

不均质线段的质量所产生。 

    定义 3.3  设函数 f(x)在闭区间 [ ]ba, 上有定义，在闭区间[a,b]内任意插入 n-1 个分点

将 [ ]ba, 分成 

n 个小区间 ],[ iix xx − ，记 ),,2,1( nixxx iii "=−=∆ ， ],[ 1 ii xx −∈∀ξ ，作乘积 ii xf ∆)(ξ （称

为积分元），把这些乘积相加得到和式∑
=

∆
n

i
ii xf

1

)(ξ （称为积分和式）设

{ }nixi ≤≤∆= 1:maxλ ，若 ∑
=

→
∆

n

i
ii xf

10
)(lim ξ

λ
极限存在唯一且该极限值与区是[a,b]的分法

及分点 iξ 的取法无关，则称这个唯一的极限值为函数 f(x)在 [ ]ba, 上的定积分，记作

dxxfb
a )(∫ ，即 ii

n

i

b
a xfdxxf ∆=∫ ∑

=
→ )()(

1

lim
0 ξλ . 

否则称 f(x)在 [ ]ba, 上不可积. 

    注 1 由牛顿莱布尼兹公式知，计算定积分与原函数有关，故这里借助了不定积分的符号。 

    注 2 若 dxxfb
a )(∫ 存在，区间 [ ]ba, 进行特殊分割，分点 iξ 进行特殊的取法得到的和式

极限存在且与定积分的值相等，但反之不成立，这种思想在考题中经常出现，请读者要真正

理解。 

    注 3 定积分是否存在或者值是多少只与被积函数式和积分区间有关与积分变量用什么

字母表示无关，即 .)()()( duufdttfdxxf b
a

b
a

b
a ∫=∫=∫  
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定积分的几何意义:  若 f(x)在 [ ]ba, 上可积，且 ,0)( ≥xf 则 dxxf
b

a
)(∫ 表示曲线

)(xfy = 与直线 bxaxy === ,,0 所围成的曲边梯形的面积.  

同样，变力所作的功 dxxfw b
a )(∫= （其中 f(x)是变力）变速直线运动的路程

dttvS b
a )(∫= （ )(tv 是瞬时速度），密度不均质直线段 [ ]ba, 的质量 dxxM b

a )(µ∫= （其中

)(xµ 是线密度）。 

规定  .0)(,)()( =∫∫−=∫ dxxfdxxfdxxf a
a

a
b

b
a  

四、广义积分 

定义 3.4  设函数 ( )xf 在区间 [ )+∞,a 上连续，称记号 ( ) ( )dxxfdxxf
t

ata ∫∫ +∞→

+∞
lim记成     

（1） 

为函数 ( )xf 在无穷区间 [ )+∞,a 上的广义积分（或第一类广义积分）若（1）式右端极限存

在，称广义积分 ( )∫
+∞

a
dxxf 收敛，该极限值称为广义积分的值，否则称广义积分 ( )∫

+∞

a
dxxf

发散。 

由 ( )xf 在 [ )+∞,a 连续必有原函数，设 ( )xf 的原函数为 ( )xF 。于是 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,limlim

limlim
∞+

+∞→+∞→

+∞→+∞→

+∞

−=−=

−== ∫∫
att

t

t

ata

xFaFxFaFtF

aFtFdxxfdxxf

记成
 

从 而 广 义 积 分 可 以 按 照 正 常 定 积 分 计 算 方 式 来 计 算 ， 即

( ) ( ) ( ) ( )aFxFxFdxxf
taa

−==
+∞→

∞++∞

∫ lim  

若 ( )xF
t +∞→
lim （存在）=A，则 ( )∫

+∞

a
dxxf 收敛，且 ( ) ( ).aFAdxxf

a
−=∫

+∞
若 ( )xF

t +∞→
lim 不存

在，则 ( )∫
+∞

a
dxxf 发散。 

同理可得  ( ) ( ) ( ) ( )xFbFxFdxxf
x

bb

−∞→∞−∞−
−==∫ lim  

若 ( )xF
t −∞→
lim 存在，则广义积分 ( )∫ ∞−

a
dxxf 收敛，否则发散。 

( ) ( ) ( ) ( )xFxFxFdxxf
xx −∞→+∞→

∞+
∞−

+∞

∞−
−==∫ limlim  

若 ( )xF
t +∞→
lim ， ( )xF

t −∞→
lim 都存在，则 ( )∫

+∞

∞−
dxxf 收敛，否则发散。 

定义 3.5  设 ( )xf 在区间 ]ba,( 上连续， ( )xf
ax +→

lim 不存在（称 a点为瑕点）， 0>∀ε 且
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ab −<ε ，称记号 ( ) ( )dxxfdxxf
b

a

b

a ∫∫ +→ + εε 0
lim记成  

与上面研究方式相同，可得 ( ) ( ) ( ) ( )xFbFxFdxxf
a

b
a

b

a +→
−==∫ ε

lim  

若 ( )xF
ax +→

lim 存在，则广义积分 ( )∫
b

a
dxxf 收敛，否则发散。 

同理若 ( )xf 在 [ )ba, 上连续， ( )xf
bx −→

lim 不存在（称 b点为瑕点），有 

( ) ( ) ( ) ( )aFxFxFdxxf
bx

b
a

b

a
−==

−→∫ lim  

若 ( )xf 在 [ ) ( ]bcca ,, ∪ 上连续， ( )xf
cx→

lim 不存在（称 c点为瑕点），定义 

( ) ( ) ( ) .∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf  

当 且 仅当 ( ) ( )∫∫
b

c

c

a
dxxfdxxf , 都收敛时， ( )∫

b

a
dxxf 收敛，且 ( )∫

b

a
dxxf 值等于

( ) ( )∫∫
b

c

c

a
dxxfdxxf 与 的值之和。 

注 若 ( )xf 在 ( ]ba, 上连续， ( ) Axf
ax

=
+→

lim （常数），则 ( )∫
b

a
dxxf 可看成正常积分， 

事实上，定义 ( ) ( ) ( ]⎩
⎨
⎧

∈
=

=
.,,

,,
baxxf

axA
xF 知 ( )xF 在 [ ]ba, 上连续，即 ( )∫

b

a
dxxF 存在，

而 ( ) ( ) ( )∫∫∫ −→−→ ++
==

b

a

b

a

b

a
dxxFdxxfdxxf

εεεε 00
limlim ，由于 ( )xF 在 [ ]ba, 上连续，知变下限函

数 ( ) ( )∫ −
=

b

a
dxxFG

ε
ε 在 [ ]ab −,0 上 连 续 ， 有 ( ) ( ) ( )∫==

+→

b

a
dxxFGG 0lim

0
ε

ε
， 即

( ) ( ) .∫∫ =
b

a

b

a
dxxFdxxf 故 ( )∫

b

a
dxxf 可看成正常积分。 

若广义积分收敛，也有线性运算法则，不等式性质，也有凑微分，变量替换，分部积分

公式，换句话说可以像正常的定积分一样运算。 

第一 p广义积分 ∫
+∞

a px
dx
（a>0，常数）. 

当 1≠p 时，

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<∞+

>
−=

+−
=

−

∞++−∞+

∫
1,

1,
1

1
1

1

1

p

p
p
a

x
px

dx
p

a
p

a p  

当 1=p 时， ,ln1
+∞== ∞+∞+

∫ aa
xdx

x
 知 1>p 时收敛， 1≤p 时发散 

第二 p广义积分
( )

( )∫ >
−

b

a p ab
ax

dx
. 

令 dt
t

dxt
ax 2

1,1
−==

−
，有

( )
.11

1 22

1

dt
t

dt
t

t
ax

dx

ab
p

b

a
ab p

p ∫∫ ∫
∞+

−
−

−
∞+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

−
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由第一 p广义积分知，当 12 >− p ，即 1<p 时收敛，当 12 ≤− p ，即 1≥p 时发散。 

（二）重要定理与公式 

定理 3.2 若函数 f(x)在闭区间 [ ]ba, 上可积，则 f(x)在 [ ]ba, 上有界，反之不成立。 

    例  上有界但不可积在
为无理数

为有理数
]1,0[

,,0
,,1

)(
⎩
⎨
⎧

=
x
x

xD . 

    事实上，因为不论把[0，1]分割得多么细，在每个小区间 ],[ 1 ii xx − 中，总能找到有理数

'
iη ，无理数

″
iη ，知 

,00)(,11)(
1

lim
0

lim
0

1

lim
0

1

lim
0

'lim
0 ∑∑∑

=
→→

=
→

=
→→ ==∆′′==∆=∆

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii xDxxD λλλλλ ηη 知

∑
=

→ ∆
n

i
ii xD

1

lim
0 )(ξλ 不存在。 

定理 3.3  若 f(x)在闭区间 [ ]ba, 上连续，则 f(x)在 [ ]ba, 上可积，反之不成立. 

定理 3.4  若 f(x)在闭区间 [ ]ba, 上只有有限个间断点且有界，则 f(x)在 [ ]ba, 上可积，

反之不成立. 

定理 3.5  若 f(x)在闭区间 [ ]ba, 上单调，则 f(x)在 [ ]ba, 上可积，反之不成立. 

定积分的性质 

性质 1    .1 abdxdx b
a

b
a −=∫=∫  

性质 2  （线性运算法则）设 )(),( xgxf 在 [ ]ba, 上可积，对任何常数 βα , 则 

dxxgdxxfdxxgxf b
a

b
a

b
a )()()]()([ ∫+∫=+∫ βαβα . 

该性质用于定积分的计算与定积分的证明. 

性质 3  （区间的可加性），若 f(x)在以 a,b,c 为端点构成的最大区间上可积，则不论

a,b,c 顺序如何，有 .)()()( dxxfdxxfdxxf b
c

c
a

b
a ∫+∫=∫  

该性质用于计算分段函数的定积分与定积分的证明. 

性质 4  若 f(x)在 [ ]ba, 上可积且 ,0)( ≥xf 则 0)( ≥∫ dxxfb
a . 

性质 5  若 f(x),g(x)在 [ ]ba, 上可积且 ),()( xgxf ≥ 则 .)()( dxxgdxxf b
a

b
a ∫≥∫  

性质 6  若 f(x)在 [ ]ba, 上连续， ,0)( ≥xf 且 f(x) 0 则 .0)( >∫ dxxfb
a  

性质 7  若 f(x),g(x)在 [ ]ba, 上连续且 ),()( xgxf ≥ 但 )()( xgxf ≠ ,则
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dxxgdxxf b
a

b
a )()( ∫>∫ . 

性质 8  若 f(x)在 [ ]ba, 上可积，则 dxxfdxxf b
a

b
a |)(||)(| ∫≤∫ . 

性质 9  若 f(x)在 [ ]ba, 上可积，在区间 [ ]ba, 上，m≤f(x)≤M，m，M 是常数，则 

).()()( abMdxxfabm b
a −≤∫≤−  

    性质 4、5、6、7、8、9 主要用于定积分不等式的证明及不通过定积分的计算，估计定

积分值的范围. 

性质 10  （积分中值定理）若 f(x)在闭区间 [ ]ba, 上连续，则至少存在一点 ],[ ba∈ξ ，

使 

).)(()( abfdxxfb
a −=∫ ξ  

而
ab
dxxff

b
a

−
∫

=
)()(ξ 称为 f(x)在区间 [ ]ba, 上的平均值，即闭区间[a,b]上连续函数 f(x)

的平均值是 .)(
ab
dxxfb

a

−
∫

    

    注：这里的 ],[ ba∈ξ 与 ),( ba∈ξ 是不同的。 

性质 11  （推广的积分中值定理） 设 )(),( xgxf 在 [ ]ba, 上连续，且 g(x)在 [ ]ba, 上不

变号，则至少存在一点 ],[ ba∈ξ ,使 .)()()()( dxxgfdxxgxf b
a

b
a ∫=∫ ξ  

性质 12（柯西----许瓦尔兹（Cauchy—schwarz）不等式） 

 设函数 f(x)，g(x)在 [ ]ba, 上连续，则 

（1） .)()(])()([ 222 dxxgdxxfdxxgxf b
a

b
a

b
a ∫⋅∫≤∫  

（2） .}])([])({[)]()([ 22
1

22
1

22 dxxgdxxfdxxgxf b
a

b
a

b
a ∫+∫≤+∫  

性质 13  变上限积分求导定理  设 f(x)连续， )(),( xvxu 可导，则 

).('))(()('))(()()(
)( xvxvfxuxufdttf

dx
d xu

xv −=∫  

1．定积分计算的方法 

（ 1 ） 牛 顿 一 莱 布 尼 兹 公 式   若 f(x) 在 [ ]ba, 上 连 续 , 则 

)()()()(
)()('

aFbFxFdxxf b
a

xfxFb
a −=∫

=
. 

（2）凑微分  dxxxfdxxg b
a

b
a )('))(()( ϕϕ∫=∫  
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)).(())(())(()())((
)()('

aFbFxFxdxf b
a

ufuFb
a ϕϕϕϕϕ −=∫=

=
 

（3）变量替换   )())((                  
)(),(

)(
)( tdtf

ba
tx

dxxf
a
b

ϕϕ
α
β

βϕαϕ
ϕ

∫∫ ==
=令

 

                      ).()()()('))((
)('))(()('

αβϕϕ β
α

ϕϕβ
α FFtFdtttf

ttftF
−=∫=

=
 

（ 4 ） 分 部 积 分   设 )(),( xvxu 在 ],[ ba 上 导 数 连 续 ， 则

)()()()()()( xduxvxvxuxdvxu b
a

b
a

b
a ∫−=∫  

具体的用法是 )()()(')()( xdvxudxxvxudxxf b
a

b
a

b
a ∫=∫=∫  

       dxxuxvxvxuxduxvxvxu b
a

b
a

b
a

b
a )(')()()()()()()( ∫−=∫−=  

如果能够计算出 ,)(')( dxxuxvb
a∫ 就可以计算出 .)( dxxfb

a∫  

定积分的凑微分、变量替换、分部积分与不定积分中三种方法适合的被积函数相同，即

不定积分用三种的哪一种方法，定积分也用三种方法的哪一种。 

（5）设 f(x)在 ],[ aa− 上连续，则

⎩
⎨
⎧

∫
=∫ − .)(,)(2

,)(,0
)(

0 为偶函数若

为奇函数若

xfdxxf

xf
dxxf

a
a

a  

事实上，      dxxfdxxfdxxf a
a

a
a )()()( 0

0 ∫+∫=∫ −−  

而
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∫

∫−
=−∫=−∫−∫

−=

−
.)(,)(

,)(,)(
)()()(

0

0
0

00

为偶函数若

为奇数若令

xfdxxf

xfdxxf
dxxfdttfxf

a

a
a

a
tx

a  

故得证 

推论 .)]()([)( 0 dxxfxfdxxf aa
a −+∫=∫ −  

证  由于 ,
2

)()(
2

)()()( xfxfxfxfxf −−
+

−+
=  

且
2

)()( xfxf −+
为偶函数，

2
)()( xfxf −−
 为奇函数，于是 

dxxfxfxfxfdxxf a
a

a
a ]

2
)()(

2
)()([)( −−
+

−+
∫=∫ −−  

.)]()([]
2

)()([ 00 dxxfxfdxxfxf aa −+∫=
−+

∫=  

（6）设 f(x)为周期函数且连续，周期为 T，则 dxxfdxxf TTa
a )()( 0∫=∫ +

. 

事实上 dxxfdxxfdxxfdxxf Ta
T

T
a

Ta
a )()()()( 0

0 ++ ∫+∫+∫=∫  

由 于 ,)()()()( 0
00 dxxfdttfdtTtfdxxf a
aaTtxTa

T ∫−=∫=+∫∫
+=+ 设

于 是
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.)()( 0 dxxfdxxf TTa
a ∫=∫ +

 

（7）设 f(x)在[0,1]上连续，则 .)(sin
2

)(sin 00 dxxfdxxxf ππ π
∫=∫  

事实上 dttftdxxxf
tx

)][sin()()(sin 0
0 −−∫−∫

−=
πππ

ππ 令
 

     .)(sin)(sin)(sin)( 000 dxxxfdxxfdxxfx πππ ππ ∫−∫=−∫=  

移项两边同除以 2得 dxxfdxxxf )(sin
2

)(sin 00
ππ π
∫=∫ . 

（8）

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−

⋅
−

⋅
−
−

⋅
−

=∫=∫

.,
3
2

2
31

,,
22

1
2
31

cossin 2
0

2
0

为奇数当

为偶数当

n
n
n

n
n

n
n
n

n
n

xdxxdx nn

"

" π
ππ

 

事实上 .coscos,)
2

(sinsin 2
0

2
0

0

2

22
0 xdxtdtdttxdx nnn

tx
n

ππ

π

ππ π
∫=∫=−∫−∫

−=令

 

记 xxdxdxxxdxI nnn
n sincoscoscoscos 12

0
12

0
2
0

−− ∫=∫=∫=
πππ

 

    )2(sincos)1(sinsincos 22
0

2
0

1 ≥−∫+= −− nxdxxnxxx nn
ππ

 

    ,)1()1()cos1(cos)1( 2
222

0 nn
n InIndxxxn −−−=−∫−= −
−

π

 

于是 "42 2
311

−− −
−

⋅
−

=
−

= nnn I
n
n

n
nI

n
nI  

由 于 递 推 公 式 每 次 降 2 次 ， 要 讨 论 n 为 奇 偶 数 的 情 形 ， 由

,
2

,,1cos 2
00

2
01

πππ

=∫==∫= dxIxdxI 故

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−

⋅
−

⋅
−
−

⋅
−

=

.,
3
2

2
31

,,
22

1
2
31

为奇数若

为偶数若

n
n
n

n
n

n
n
n

n
n

I n

"

" π

 

微元法 

根据所给条件，画图，适当建立坐标系，在图中把所需曲线的方程表示出来，确定要求

量 Q所分布的区间 ],[ ba 且区间 ],[ ba 上的总量 Q具有等于各小区间上部分量之和的特点. 

（1）取近似求微元.选取区间 )0](,[ >∆∆+ xxxx 。写出部分量 Q∆ 的近似值 ,)( xxf ∆

即 

.)( xxfQ ∆≈∆  

要求 xxf ∆)( 是 Q∆ 的线性主部 .dQ 即计算的过程中，可以略 x∆ 的高阶无穷小。 
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这一步是关键、本质的一步，所以称为微元分析法或简称微元法. 

（2）得微分.    dxxfdQ )(=       （3）计算积分.   ∫=
b

a
dxxfQ .)(  

注：第一步一定要把 Q∆ 表示成 x的函数与 x∆ 的乘积形式. 

由 dxx =∆ ，于是又可写成下面的步骤： 

（1）选取 ),0](,[ >+ dxdxxx 求 Q∆ 的线性主部dQ， dxxfdQ )(= , 

（2） ∫=
b

a
dxxfQ .)(  
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第五章 多元函数的微分学 

大纲要求 

了解 二元函数的极限与连续性的概念，以及有界闭区域上连续函数的性质，全微分存在的必要条件和充
分条件，全微分形式的不变性，隐函数存在定理，空间曲线的切线和法平面及曲面的切平面和法线的概念

（仅适合数学一） 

， 二元函数的二阶泰勒公式，二元函数极值存在的充分条件。 

会 求全微分，求空间曲线的切线和法平面及曲面的切平面和法线的方程（仅适合数学一），求二元函数的
极值，用拉格朗日乘数法求条件极值，求简单多元函数的最大值和最小值，解决一些简单的应用问题.  

理解 多元函数的概念，二元函数的几何意义，多元函数偏导数和全微分的概念，方向导数与梯度的概念
（仅适合 

数学一），多元函数极值和条件极值的概念， 

掌握 多元复合函数一阶、二阶偏导数的求法，多元隐函数的偏导数，多元函数极值存在的必要条件， 

一、内容精要 

（一） 基本概念 

定义 5.1  设 ( )yxf , 在 ),( 0 δP∪ 内有定义，且
( ) ( )

x
yxfyxxf

x ∆
−∆+

→∆

0000

0

,,
lim 存在，

则该极限值称为 ( )yxfz ,= 在点 ( )00 , yx 处对 x 的偏导数，记作 ( )00 , yxf x′ 或 .
0
0

yy
xxz

=
=′ 同理

可给出 ( )00 , yxf y′ 的定义。 

多元函数的偏导数，本质就是求导数，例如 ( )zyxuu ,,= ，求
x
u
∂
∂
时，视自变量 zy, 为

常数，本质上看成 u是 x 的函数，这时一元函数的求导公式，四则运算，复合函数的求导都

可以使用，但形式上要比求一元函数的导数复杂。 

定 义 5.2  若 二 元 函 数 ( )yxfz ,= 在 点 ( )yx, 处 的 全 增 量

( ) ( )yxfyyxxfz ,, −∆+∆+=∆ 可 表 示 为

( ) ( ),022 →∆+∆=+∆+∆=∆ yxoyBxAz ρρ 其中 A，B 是与 yx ∆∆ , 无关，而仅与 x，y

有关，则称 ( )yxfz ,= 在 ( )yx, 处可微，线性主部 yBxA ∆+∆ 称为 ( )yxf , 在 ( )yx, 处的全

微分，记作 dz，即 .yBxAdz ∆+∆=  

设 ( )vuzz ,= ，不论 u，v 是自变量，还是中间变量，若 ( )vuzz ,= 可微，则

.dv
v
zdu

u
zdz

∂
∂

+
∂
∂

=  

换 句 话 说 ， 若 ( )vuzz ,= 可 微 ， 且 ( ) ( ) ,,, dvvuhduvugdz += 则
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( ) ( ).,,, vuh
v
zvug

u
z

=
∂
∂

=
∂
∂

 

上式在求复杂多元函数的偏导数与全微时显得非常重要。 

当然多元函数的偏导数与多元函数的全微分也有四则运算和一元情形完全类似，在这里

就不再叙述了。 

定义 5.3  设函数 ( )zyxuu ,,= 在点 ( )0000 ,, zyxP 的某区域 ( ) 3
0 RP ⊂∪ 内有定义， l

为从点 0P 出发的射线， ( )zyxP ,, 为 l 上且含于 ( )0P∪ 内任一点， ρ 表示 0P 与 P两点间的

距离，若极限
( ) ( )

ρρ
ι

ρρ

uPuPu ∆
=

−
→→ 0

0

0
limlim 存在，则称此极限为函数 u 在点 0P 沿方向的 l 方

向导数，记作
0pl

u
∂
∂

，由定义知方向导数是一个数量。 

容易证明，若
0Px

u
∂
∂

存在，则 u在点 0ρ 沿 x轴正方向的方向导数是 0Px
u
∂
∂

，u在点 0P 沿

x轴负各时的方向导数为 .
0Px

u
∂
∂

−  

定义 5.4  设 ( )zyxuu ,,= 偏导数均存在，称
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

z
u

y
u

x
u ,, 为函数 ( )zyxu ,, 在点P处

的梯度，记作 gradu，即 .,,
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
z
u

y
u

x
ugradu 由定义知 gradu 是一个矢量。 

定义 5.5  设函数 ( )yxfz ,= 在点 ( )000 , yxP 的某区域 ( )0P∪ 内有定义， 0>∃δ ，当

( )δ,0PP ∪∈ 时，都有 ( ) ( )0PfPf ≤ （或 ( ) ( )0PfPf ≥ ），则称 )( 0Pf 为极大（或极小）值。

点 0P 称为 f 的极大（或极小）值点，极大值、极小值统称为极值。极大值点、极小值点统

称为极值点。 

极 值 点 一 定 包 含 在 多 元 函 数 的 驻 点 或 偏 导 数 不 存 在 点 之 中 （ 若

( ) ( ) 0,,0, 0000 =′=′ yxfyxf yx ，称 ( )00 , yx 为驻点或稳定点）。多元函数在一点连续，偏导

数存在，可微，方向导数存在，偏导函数在该点连续，这些概念有下面的关系，我们以

( )yxfz ,= 在点 ),( 00 yx 处为例。 

 

在 0p 点任意的方向导数都存在 

 

 

 

 

( ) ( )yxfyxf yx ,,, ′′  

在 0p 点连续 
可微 ( ) ( )0000 ,,, yxfyxf yx ′′ 存在 

连续 
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注：这里“     ”表求推出，“      ”表示推不出，能推出的，都是定理，推不出的，

我们在下面都举了反例。 

（二）重要定理与公式 

定理 5.1  若累次极限 ( ) ( )yxfyxf
xxyyyyxx

,limlim,,limlim
0000 →→→→

和二重极限 ( )yxf
yy
xx

,lim
0
0

→
→

都存

在，则三者相等。 

推论5.1.1 若 ( ) ( )yxfyxf
xxyyyyxx

,limlim,,limlim
0000 →→→→

存在且不相等，则 ( )yxf
yy
xx

,lim
0
0

→
→

不存在。 

定理 5.2（复合多元函数的求偏导定理），若 ( )vufz ,= 在 ( )vu, 处可微，

( ) ( )yxvyxu ,,, ψϕ == 在 ( )yx, 处的偏导数均存在，则复合函数 ( ) ( )( )yxyxfz ,,, ψϕ= 在

( )yx, 处的偏导数均存在且 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).,,,,

;,,,,

yxvufyxvuf
y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

yxvufyxvuf
x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

yvyu

xvxu

ψϕ

ψϕ

′⋅′+′⋅′=
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

′⋅′+′⋅′=
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

 

可用下面结构图表示： 

 

 

 

 

即
x
u
∂
∂
就是 u分别对那些是 x函数的中间变量偏导再乘以这些中间变量对 x偏导，然后再相

加 

例如                                  知 

 

 

 

.;;
t
w

w
z

t
v

v
z

t
u

u
z

t
z

y
w

w
z

y
u

u
z

y
z

x
v

v
z

x
z

∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
⋅

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
⋅

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
⋅

∂

∂
=

∂

∂

    例如   

 

 

 

.
dx
dw

w
z

dx
dv

v
z

dx
du

u
z

dx
dz

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=    

上式称为全导数。求复合多元函数偏导的思想一定要真正搞懂，否则在求复杂形式下的

z 

u 

v 

x 

y 

z 

u 

v 

x 

y 

w t 

z 

u 

v x 

w 
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多元复合函数的偏导就容易出错。 

定理 5.3  若函数 ( )yxfz ,= 的二阶偏导数 ( ) ( )yxfyxf yxxy ,,, ′′′′ 都在点 ( )000 , yxP 处连

续，则 

( ) ( ).,, 0000 yxfyxf yxxy ′′=′′  

定理 5.4  若 ( )yxfz ,= 在点 ( )yx, 处可微，则 ( )yxf , 在点 ( )yx, 处连续，反之不成立。 

定理 5.5（可微的充分条件）若函数 ( )yxfz ,= 的偏导数 ( ) ( )yxfyxf yx ,,, ′′ 在点 ( )00 , yx

处连续，则函数 ( )yxfz ,= 在点 ( )00 , yx 处可微，反之不成立。 

定理 5.6  （可微的必要条件）若 ( )yxfz ,= 在点 ( )yx, 处可微，则 ( )yxfz ,= 在点

( )yx, 处的两个偏导数均存在，反之不成立。 

定理 5.7  若函数 ( )zyxuu ,,= 在点 ( )0000 ,, zyxP 处可微，则 u 在 0P 处任意方向的方

向导数都存在且 ,coscoscos
0000

γβα PPPp z
u

y
u

x
u

l
u

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

（其中 l 的单位矢量

{ }.cos,cos,cos0 γβα=l ）反之不成立。 

1.方向导数与梯度的关系 

{ } ( ) θθγβα cos)(cos)(cos,cos,cos.,, 0
0

0
0

00000
PgradulPgradulPgradu

z
u

y
u

x
u

l
u

PPPP ==⋅=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

其中θ 是矢量 ( )0ρgradu 与的夹角。由此得出下面结论。 

（ 1） u 在点 0P 处沿方向 l 的方向导数，等于梯度在方向的 l 投影，即

( ) .0
00

lPgradu
l
u

P ⋅=
∂
∂

 

（2）当 0=θ ，即
0l 的方向梯度方向 ( )0Pgradu 一致时，即函数 ( )zyxu ,, 在 0P 处沿梯

度方向 ( )0Pgradu 的方向导数最大，且 

( )
222

0 0000
max ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

PPPP z
u

y
u

x
uPgradu

l
u

 

这就是，当 u在点 0P 可微时，u在点 0P 的梯度方向是 u值增长得最快的方向，当 πθ = ，

即
0ι 的方向与梯度方向 ( )0Pgradu 相反时，即 ( )zyxu ,, 在点 0P 处沿方向 ( )0Pgradu 时的方
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向导数最小，最小值 ( ).min 00
Pgradu

l
u

P −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

当
2
πθ = 时，即在 0P 点沿着与梯度

( )0Pgradu 垂直的方向的方向导数为零。 

定理 5.8（极值的充分条件）  设函数 ( )yxfz ,= 在点 ( )000 , yxP 的某区域存在连续的

二 阶 偏 导 数 。 如 果 ( ) ( ) 0,,0, 0000 =′=′ yxfyxf yx ， 设

( ) ( ) ( )000000 ,,,,, yxfCyxfByxfA yyxyxx ′′=′′=′′= ， 

则  （1）当 02 <− ACB 时， ( )00 , yxf 一定为极值，并且当 A（或 C）>0 时， ( )00 , yxf 为

极小值；当 A（或 C）<0 时， ( )00 , yxf 为极大值。 

（2）当 02 >− ACB 时， ( )00 , yxf 不是极值。 

（3）当 02 =− ACB 时，还不能断点 ( )00 , yxf 是否为极值，需进一步研究。 

对于偏导数不存在的点，只有根据定义判断是否为极值点。 

2．求带有条件限制的最大（小）值问题，统称为条件极值，可用拉格朗日乘数法去解

决。 

即求 ( )nxxxfu ,...,, 21= 在约束条件 ( ) ( )mkxxx nk ,...,2,10,...,, 21 ==ϕ 限制下的最大

值或最小值方法是 

（ 1 ） 作 拉 格 朗 日 函 数

( ) ( ) ( ),,...,,,...,,,...,,,...,,
1

2121121 ∑
=

+=
n

k
nknmn xxxxxxfxxxL ϕλλλ κ  

其中 mλλλ ,...,, 21 称为拉格朗日乘数。 

（2）若 ( )00
2

0
1 ,...,, nxxx 是函数 ( )nxxxf ,...,, 21 的最大（小）值点，则一定存在 m个常数

( )00
2

0
1 ,...,, mλλλ ，使 ( )00

1
00

2
0
1 ,...,,,...,, mnxxx λλ 是函数 L 的稳定点，因此函数 f 的最大（小）

值点一定包含在拉格朗日函数 L的稳定点前几个坐标所构成的点之中，在具体应用时，往往

可借助于物理意义或实际经验判断所得点是否为所求的最大（小）值点。 

定理 5.9 有界闭区域上的连续函数一定能取到最大值与最小值，且最大值与最小值点

一定包含在区域内部的稳定点或内部偏导不存在点或边界函数值最大与最小点之中. 

把这些怀疑点求出来，其中函数值的最大值就是区域上的最大值、最小值就是区域上的

最小值，而边界上的最大与最小值点可用拉格朗日乘数法去求。 

泰勒定理 5.10  若函数 ( )yxf , 在点 ( )000 , yxP 的某邻域 ( )0P∪ 内有直到 1+n 阶的连

续偏导，则对 ( )0P∪ 内任一点 kyhx ++ 00 , ，存在 ( )1,0∈θ ，使 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).,
!1

1,
!

1...

,
!

1,,,

00

1

00

00

2

000000

kyhxf
y

k
x

h
n

yxf
y

k
x

h
n

yxf
y

k
x

h
z

yxf
y

k
x

hyxfkyhxf

nn

θθ ++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+=++

+
 

上式称为二元函数 f在点 0p 处的 n阶泰勒公式。 

注： ( ) ( )
0
0

0
00

,
!

1,
!

1
yy
xx

n

i
iin

n
ini

n

n

yx
yxfhC

n
yxf

y
k

x
h

n =
=

=
−

−∑ ∂∂
∂
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

， 

推论 5.10.1 设 ( )yxf , 在区域 G上具有连续的一阶偏导数， 

（1）若 ( ) ( ) ,,,0, Gyxyxf x ∈≡′ 则 ( )yxf , 在 G上仅是 y的函数； 

（2）若 ( ) ( ) ,,,0, Gyxyxf y ∈≡′ 则 ( )yxf , 在 G上仅是 x的函数； 

（3）若 ( ) ( ) ( ) ,,0,,0, Gyxyxfyxf yx ∈≡′≡′ 则 ( )yxf , 在 G是常值函数。 

1．设 ( )zyxF ,, 在点 0P 处具有连续的一阶偏导数且 ( ) ( ) ( )000 ,, PFPFPF zyx ′′′ 不同时为零，

则曲面∑： ( ) 0,, =zyxF 在曲面上 0ρ 点的切平面方程为

( )( ) ( )( ) ( )( ) .0000000 =−′+−′+−′ zzFyyFxxF zyx ρρρ  

其中 ( ) ( ) ( ){ }000 ,, PFPFPF zyx ′′′ 或 ( ) ( ) ( ){ }000 ,, PFPFPF zyx ′′′− 是曲面∑在点 0P 处的法矢量。 

曲面∑在点 0P 处的法线方程为 ( ) ( ) ( ).0

0

0

0

0

0

PF
zz

PF
yy

PF
xx

zyx ′
−

=
′
−

=
′
−

 

设 ( )yxfz ,= 在 ( )00 , yx 处具有连续的一阶偏导数，则曲面 ( )yxfz ,= 即

( ) 0, =− zyxf 在曲面上点 ( ) ( )( )000000 ,,, yxfzzyx = 的切平面方程为 

( )( ) ( )( ) ( ) .0,, 0000000 =−−−′+−′ zzyyyxfxxyxf yx  

在 ( )000 ,, zyx 处的法线方程为 ( ) ( ) 1,,
0

00

0

00

0

−
−

=
′
−

=
′
− zz

yxf
yy

yxf
xx

yx

 

2．设 ( ) ( ) ( )tztytx ′′′ ,, 在 0tt = 处连续，且 ( ) ( ) ( )000 ,, tztytx ′′′ 不同时为零。则曲线

( ) ( ) ( )tzztyytxx ===Γ ,,: 在 0tt = 对 应 曲 线 上 点

56



( )0000 ,, zyxP ( ) ( ) ( )( )0000 ,, tzztyytxx === 处的切线方程为 ( ) ( ) ( ) .
0

0

0

0

0

0

tz
zz

ty
yy

tx
xx

′
−

=
′
−

=
′
−

 

其中 ( ) ( ) ( ){ }000 ,, tztytx ′′′ 或 ( ) ( ) ( ){ }000 ,, tztytx ′′′− 为曲线Γ在 0P 点切线的方向向量，而曲

线Γ在点 0P 处的法平面方程为 ( )( ) ( )( ) ( )( ) .0000000 =−′+−′+−′ zztzyytyxxtx  

设 ( ) ( )zyxGzyxF ,,,,, 在 ( )0000 ,, zyxP 处具有连续的一阶偏导，且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }000000 ,,,, PGPGPGPFPFPF zyxzyx ′′′′′′ ∏ ，则曲线
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

Γ
.0,,
,0,,

:
zyxG
zyxF

 

在曲线上点 ( )0000 ,, zyxP 处的切线方程为 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−′+−′+−′

=−′+−′+−′

.0

,0

000000

000000

zzPGyyPGxxPG

zzPFyyPFxxPF

zyx

zyx
 

事实上，曲线Γ的切线既在曲面 ( ) 0,, =zyxF 在 0ρ 的切平面上又在曲面 ( ) 0,, =zyxG

在 0P 的切平面上，故该切线为两切平面的交线，故切线方程为两切平面方程的联立。 

由切线的方向向量为 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )000

000

PGPGPG

PFPFPF
kji

v

zyx

zyx

′′′

′′′=

GGG
G

,而曲线Γ在 0P 点的法平面的法

矢量为 vG，用点法式可写出曲线Γ在 0P 点的法平面方程。 
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第九章  多元函数积分学(二重积分) 

考研大纲要求 
了解 二重积分的性质，了二重积分的中值定理  

理解 二重积分的概念. 

掌握 二重积分的计算方法（直角坐标、极坐标） 

 

内容精要 

（一） 重要定理与公式. 
1.在直角坐标系中计算 

定义 6.1 若任意一条垂直 x 轴的直线 0xx = 至多与区域 D 的边界交于两点（垂直 x 的

边界除处），则称 D 为 x 一型区域，且 x 一型区域 D 一定可表示为平面点

集: ( ) ( ) ( ){ }.,:, 21 bxaxyxyxD ≤≤≤≤= ϕϕ 即曲线 ( )xy 1ϕ= （下曲线）， ( )xy 2ϕ= （上

曲线）及直线 bxax == , 所围成的区域，如图所求（特殊情况下，直线段 bxax == , 可能

为 一 点 即 ( ) ( ) 处相交处或在 bxaxxx ==21 ,ϕϕ ） ， 此 时

( ) ( )
( )

( )
.,, 2

1
∫∫∫ ∫=

x

x
D

b

a
dyyxfdxdxdyyxf

ϕ

ϕ
 

 

 

 

 

 

图 9-1                           图 9-2 

定义 6.2 若任意一条垂直 y 轴的直线 0yy = 至多与区域的边界交于两点（垂直于 y 轴

的边界除处），则称 D 为 y 一型区域，且 y 型区域一定可表示为平面点集：

( ) ( ) ( ){ }.,:, 21 dycyxyyxD ≤≤≤≤= ψψ 即由线 ( )yx 1ψ= （左曲线）， ( )yx 2ψ= （右

曲线）及直线 dycy == , 所围成，如图所求（特殊情况下，直线 dycy == , 可能为一点），

此时 ( ) ( )
( )

( )
.,, 2

1
∫∫∫ ∫=

y

y
D

d

c
dxyxfdydxdyyxf

ψ

ψ
 

许多常见的区域都可分割成有限个无公共内点的 x一型区域或 y型区域，利用二重积分

的可加性知，即 321 DDDD ++= ，且 321 ,, DDD 或者为 x一型区域或者为 y型区域，则 
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( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,
321

∫∫∫∫∫∫∫∫ ++=
DDDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf  

 

2.在极坐标系下的计算 

设 .sin,cos θθ ryrx == 则 ( ) ( ) .sin,cos, ∫∫∫∫ =
DD

rdrdrrfdyxf θθθσ  

当积分区域是圆域或圆域一部分时，可用极坐标变换，若被积函数中含有
22 yx + ，更要用

极坐标变换。 

定义 6.3 若任意射线 0θθ = 与区域 D的边界至多交于两点（边界是射线段除外），则称

D为θ 一型区域，且θ 一型区域 D可表示为平面点集 ( ) ( ) ( ){ }βθαθθθ ≤≤≤≤ ,:, 21 rrrr ，

即由曲线 ( )θ1rr = （下曲线）， ( )θ2rr = （上曲线），及射线 βθαθ == , ，围成的区域如

图 6-3 所示。（特殊情况下， βθαθ == , 可能为一点）。此时 

( ) ( )
( )

( )
.sin,cos, 2

1
∫∫∫ ∫=

θ

θ

β

α
θθθσ

r

r
D

rdrrrfddyxf  

 

 

 

 

 

图 6-3     图 6-4     图 6-5 

（1）若极点 O 在区域外部，此时区域 D 可表求为 ( ) ( ) βθαθθ ≤≤≤≤ ,21 rrr ，如图

6-3 所示，则有 ( ) ( )
( )

( )
.sin,cos, 2

1
∫∫∫ ∫=

θ

θ

β

α
θθθσ

r

r
D

rdrrrfddyxf  

（2）若极点 O 在区域 D 边界上，且边界曲线 ( )θrr =  向外凸，(此时区域 D 可表求为

( ) βθαθ ≤≤≤≤ ,0: rrD ，其中 [ ]βα , 为边界曲线 ( )θrr =  的定义域，如图 6-4 所示，

则有 

( ) ( )( )
.sin,cos,

0∫∫∫ ∫=
θβ

α
θθθσ

r

D

rdrrrfddyxf  

（3）若极点 O 在区域 D 的内部，此时区域 D 可表示为 ( ) .20,0: πθθ ≤≤≤≤ rrD 如

图 6-5 所示，则有 ( ) ( )( )
.sin,cos,

0

2

0 ∫∫∫ ∫=
θπ

θθθσ
r

D

rdrrrfddyxf  

( )θrr =  
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注：在区域θ 的变化区间 [ ]βα , 内，过极点作射线，此射线穿过区域 D，穿入点所在的

曲线 ( )θ1rr = 为下限（下曲线），穿出点所在的曲线 ( )θ2rr = 为上限（上曲线）。 

有时也可以把 D 表示 r 一型区域： ( ) ( ) 2121 , rrrrr ≤≤≤≤ θθθ ，即由曲线

( ) ( )rr 21 , θθθθ == 与圆 21 , rrrr == 所围成的区域。在 r的变化区间 [ ]21 , rr ，以 O为心，

以 r 为半径作圆，曲线按逆时针方向穿过区域 D（图 6-6），穿入点的极角 ( )r1θθ = 为下限

（称为小角曲线），穿出点的极角 ( )r2θθ = 为上限（称为大角曲线），有 

( ) ( )
( )

( )
.sin,cos, 2

1

2

1
∫∫∫ ∫=

r

r
D

r

r
rdrrfdrdyxf

θ

θ
θθθσ  

特别地，若区域 D为： 21, rrr ≤≤≤≤ βθα ，其中 21 ,,, rrβα 均为常数，则 

( ) ( ) ( ) .sin,cossin,cos, 2

1

2

1
∫∫∫∫∫ ∫ ==

β

α

β

α
θθθθθθσ rdrrfdrrdrrrfddyxf

r

r

r

r
D

 

 

 

 

 

 

 

图 6-6           图 6-7 

（1）若D是由曲线 222 Ryx =+ 所围成的区域（图6-7）。经极坐标变换，方程为： Rr = ，

属于 1（3）的情形，有 ( ) ( ) .sin,cos,
0

2

0 ∫∫∫ ∫=
R

D

rdrrrfddyxf θθθσ
π

 

（2）若 D 是曲线 xRyx 222 =+ 所围成的区域（图 6-8）。经极坐标变换，方程为：

θcos2Rr = ，属于 1（2）情形，由
22

,cos20: πθπθ ≤≤−≤≤ RrD ，知 

( ) ( ) .sin,cos,
cos2

0
2

2
∫∫∫ ∫ −=

θ

σ

π

π θθθσ
R

rdrrrfddyxf  
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图 6-8         图 6-9 

（3）若 D是曲线 Ryyx 222 =+ 所围成的区域（图 6-9）。经极坐标变换，曲线方程为：

θsin2Rr = ，属于 1（2）情形，由 πθθ ≤≤≤≤ 0,sin20: RrD ，知 

( ) ( ) .sin,cos,
sin2

00 ∫∫∫ ∫=
θπ

θθθσ
R

D

rdrrrfddyxf  

3.对称区域上二重积分的性质 

设 D为平面区域，若 

（i）若 21 DDD += ，且 21 , DD 关于 x轴对称，则 

( ) ( )
( ) ( )

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−

−=−
= ∫∫∫∫ .,,,,),(

,,,,,0
),(

1

是偶函数关于即当

是奇函数关于即当

yfyxfyxf
D

dyxf

yfyxfyxf
dyxf

D
σσ  

（ii）若 21 DDD += ，且 21 , DD 关于 y轴对称，则 

( ) ( )
( ) ( )

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−

−=−
= ∫∫∫∫ .,,,,),(

,,,,,0
),(

1

是偶函数关于即当

是奇函数关于即当

xfyxfyxf
D

dyxf

xfyxfyxf
dyxf

D
σσ  

（ⅲ）若 21 DDD += ，且 21 , DD 关于 O点对称，则 

( ) ( )
( ) ( )

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−−

−=−−
= ∫∫∫∫ ,.,,,),(

,,,,0
),(

1

yxfyxf
D

dyxf

yxfyxf
dyxf

D
当

当

σσ  
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第十一章  级数 

大纲要求 

了解 任意项级数绝对收敛与条件收敛的概念，以及绝对收敛与条件收敛的关系，函数项级数的收敛域及
和函数的概念，幂级数在其收敛区间内的一些基本性质（和函数的连续性、逐项微分和逐项积分），函数展

开为泰勒级数的充分必要条件. 

会 用根值判别法，求一些幂级数在收敛区间内的和函数，由此求出某些数项级数的和.  

理解 常数项级数收敛、发散以及收敛级数的和的概念，幂级数的收敛半径的概念、收敛区间及收敛域的
概念. 

掌握 级数的基本性质及收敛的必要条件，几何级数与 p级数的收敛与发散的条件，正项级数收敛性的比

较判别法和比值判别法，交错级数的莱布尼茨判别法，幂级数的收敛半径、收敛区间及收敛域的求法，
xe 、

sin x、cos x、 ln(1 )x+ 及 (1 )x α+ 的麦克劳林（Maclaurin）展开式，会用它们将一些简单函数间接

展开成幂级数. 

内容精要 

（一） 基本概念 

定义 7.1  设 }{ nu 是一个给定的数列，按照数列下标的顺序把数列的项依次相加得到的形

式上的和  …… nuuu +++ 21 ，称为数项级数或简称为级数，记为∑
∞

=1n
nu . 

设 nn uuuS +++= …21 ，称为级数得地 n个部分河，且 

∑
∞

=1n
nu = nn Slim

∞→ =A（常数）时，称∑
∞

=1n
nu 收敛，且∑

∞

=1n
nu =A；若 nn Slim

∞→ 不存在，称∑
∞

=1n
nu 发

散. 

定义 7.2 设∑
∞

=1n
nu 为一般级数，若收敛，称∑

∞

=1n
nu 为绝对收敛，若∑

∞

=1

||
n

nu 发散，但∑
∞

=1n
nu

收敛，则称∑
∞

=1n
nu 为条件收敛。对一般级数需要判断是绝对收敛，是条件收敛，还是发散。 

（二）重要定理与公式 

1.收敛级数的性质 

    性质 1 （线性运算法则）若级数∑ ∑
∞

=

∞

=1 1

,
n n

nn vu 均收敛，且∑ ∑
∞

=

∞

=

==
1 1

,
n n

nn BvAu ，则对

任何常数 βα , ，∑
∞

=

+
1

)(
n

nn vu βα 均收敛且∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

+=+
1 1 1

.)(
n n n

nnnn vuvu βαβα  
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    性质 2 一个级数改变它的有限项式或去掉前面有限项或在级数前面添加有项得到的

级数收敛性不变。 

    注：有了这个性质，我们下面关于级数收敛性定理中的条件，若要求从第一项具有某种

性质，可减弱为从某一项以后具有该性质，结论仍成立。 

    性质 3 （收敛级数的结合性）若级数∑
∞

=1n
nu 收敛，则在级数中任意添加括号所得到的

新级数也收敛，其和不变，反之不成立。 

    注 1：前提是级数收敛，否则结论不成立。例如级数

"" +−++−+−=−∑
∞

=

−−

1

11 )1(1111)1(
n

nn
 

是发散，加括号后得到的级数（1-1）+（1-1）+⋯+（1-1）+⋯是收敛的。这个例子也是性

质 3逆命题的反例。 

    注 2：正项级数（即 0≥nu ）的收敛性与添加括号以后的级数具有相同的收敛性，若收

敛其和相等。 

    性质 4 （收敛的必要条件），若∑
∞

=1n
nu 收敛，则 0lim =∞→ nn u ，反之不成立。 

    例如 ,01
=∞→ n

lin
n 但∑

∞

=1

1
n n

发散. 

    推论（逆否定理）若 nn ulim
∞→ （存在） nn ulim0 ∞→≠ 或 不存在，则∑

∞

=1n
nu 发散。 

    例如   nn
n

n

n

n

n

n ∑∑∑
∞

=

−
∞

=

∞

=

− −−
1

1

11

1 )1(,,)1(  

由于
1lim )1( −

∞→ − n
n 不存在， ∞=−≠= −

∞→∞→ nn n
n

n
n

1limlim )1(,01 ，所以上面三个级数均发散. 

   2.两个重要的级数 

    （1）P一级数∑
∞

=1

1
n

pn
（P为常数），当 P>1 时，该级数收敛（但和不能用一个具体的式

子表示出来），当 1≤P 时，该级数发散。 

    （2）几何级数（等比级数）∑
∞

=0n

naq （q为常数），当 1<q 时，该级数收敛，其和为 

q
a
−1
，当 1≥q 时，该级数发散。 

    3.判断正项级数收敛性的定理 
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    定理 7.1 正项级数∑
∞

=1n
nu 收敛的充要条件是：正项级数的部分和Sn有上界，即 0>∃M ，

对一切自然数 n，都有 .MSn ≤  

    定理 7.2 （比较判别法）设∑ ∑
∞

=

∞

=1 1

,
n n

nn vu 均为正项级数，且存在一个自然数 N0，当 0Nn ≥

时， nn vu ≤ ，有 

（1）若∑
∞

=1n
nv 收敛，则∑

∞

=1n
nu 收敛，即两个正项级数大的收敛，小的也收敛，反之不

成立。 

（2）若∑
∞

=1n
nu 发散，则∑

∞

=1n
nv 发散，即两个正项级数小的发散，大的也发散，反之不

成立。 

    比较判别法是判断正项级数收敛性的一个重要方法，给定一个正项级数，若用比较判别

法判断其收敛性，则先通过观察，若它可能收敛，然后需要找到一个正项级数

∑
∞

=

≥≤
1

0 )(,
n

nnn Nnvuv 使 ∑
∞

=1n
nv 收敛，则∑

∞

=1n
nu 收敛，如果通过观察，它可能发散，则需

要找到一个正项级数∑ ∑
∞

=

∞

=

≥≥
1 1

0 )(,
n n

nnnn vNnvuv 且使 发散，则∑
∞

=1n
nu 发散。 

    只有知道一些重要级数的收敛性，并加以灵活运用，才能熟练掌握比较判别法。 

推论 7.2.1（比较判别法的极限形式）设∑ ∑
∞

=

∞

=1 1
,

n n
nn vu 均为正项级数，并且 l

v
u

n

n
n =∞→
lim

， 

（1）当 nul 即+∞<<0 ~ )( 的等价量是即 nnn ulvlv 时，两个级数具有相同的收敛性； 

（2）当 ∑
∞

=

=
1

,0
n

nvl 若时 收敛，则∑
∞

=1n
nu 收敛，反之不成立。 

（3）当 ∑
∞

=

+∞=
1

,
n

nvl 若时 发散，则∑
∞

=1n
nu 发散，反之不成立。 

特别地  如果存在 P>1， ∑
∞

=
∞→ +∞<≤=

1

lim ,0,
1 n

n

p

n
n ull

n

u
则且 收敛。 
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如果存在 ∑
∞

=
∞→ +∞≤<=≤

1

lim ,0,
1

,1
n

n

p

n
n ull

n

u
P 则且使 发散。 

    在利用比较判别法的极限形式时，看能否找到 un的等价量 ∑
∞

=1

,
n

nn vlv 若 收敛，则∑
∞

=1n
nu

收敛，若∑
∞

=1n
nv 发散，则∑

∞

=1n
nu 发散。此时可把函数极限中的一些重要等价无穷小量的公式

用上。 

如果 nppn ua
nn

au 则),0)(1(0 ≠+= ~ )( ∞→n
n
a

p ，故当 P>1 时，∑
∞

=1n
nu 收敛； 

当 ∑
∞

=

≤
1

,1
n

nup 时 发散。这一结论使我们有可能利用泰勒公式来判断级数的收敛性。 

    定理 7.33 （比值判别法或达朗贝尔（D’Alembert）判别法 

设∑
∞

=1n
nu 是正项级数，并且 )(1lim ∞+=+

∞→ 或r
u

u

n

n
n ，当 r<1 时，级数收敛；当 r>1（或 +∞=r

时）时，级数发散；当 r=1 时，该方法失效，需用其它方法判断。 

比值判别法适合 un+1与 un有公因式，且 1)(1lim ≠+
∞→ 存在

n

n
n u

u
或等于 ∞+ 情形。 

    定理 7.4 （根值判别法或柯西（Cauchy）判别法） 

    设∑
∞

=1n
nu 为正项级数，且 )(lim ∞+=∞→ 或run

nn ，当r<1时，级数收敛；当r>1（或 +∞=r ）

时，级数发散，当 r=1 时，该方法失效，需用其它方法判断。 

根值判别法适合 un中含有 n次方的表达式，是 1)(lim ≠∞→ 存在n
nn u 或等于 ∞+ 情形。 

   定理 7.5 （积分判别法）设 ],[)( +∞bxf 在 上连续单调（b>1 为常数），记

∫∑
+∞∞

=

=
1

1

)(),(
 

dxxfunfu
n

nn 与则 具有相同的收敛性。 

    4.判断一般级数收敛性的定理 

    定理 7.6 若∑
∞

=1n
nu 收敛，则∑

∞

=1n
nu 绝对收敛. 

    定理 7.7 （绝对值的比值判别法）设∑
∞

=1n
nu 为一般级数，且 
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)(11lim +∞=≠=+
∞→ rr

u
u

n

n
n 或 ，当 r<1 时，级数绝对收敛，r>1（或 +∞=r ）时，级数发散。 

   定理 7.8 （绝对值的根值判别法）设∑
∞

=1n
nu 为一般级数，且

)(1||lim +∞=≠=∞→ rrun
nn 或 ，当 r<1 时，级数绝对收敛，当 r>1 +∞=r或( ）时级数发散。 

定理 7.9 （莱布尼兹判别法）设 n
n

n
n uu ∑

∞

=

−−>
1

1)1(,0 为交错级数且满足：（1）{un}递减

（2） n
n

n
nn uu ∑

∞

=

−
∞→ −=

1

1lim )1(,0 则 收敛且和 ,1uS ≤ 误差 .1+≤−= nnn uSSR  

    5.绝对收敛级数的性质 

    性质 1 若∑
∞

=1n
nu 绝对收敛，则重排以后的级数 '

1
∑
∞

=n
nu 也收敛，其和不变，反之不成立。 

    性质 2 若∑
∞

=1n
nu ，∑

∞

=1n
nu 绝对收敛，且 BvAu

n
n

n
n == ∑∑

∞

=

∞

= 11

, ，则 jivu 按任意顺序排

列得到的级数∑
∞

=1n
nw 绝对收敛，且其和为 AB. 

 

    6.幂级数 

    1．设∑
∞

=1

)(
n

n xu 为函数项级数，其中un(x)在E上有定义（n=1,2,⋯）.若 ∑
∞

=

∈
1

00 )(,
n

n xuEx

收敛，则 x0称为函数项级数的收敛点，否则称为发散点.∑
∞

=1

)(
n

n xu 全体收敛点组成的集合 D

称为∑
∞

=1

)(
n

n xu 的收敛域。由函数定义知∑
∞

=1

)(
n

n xu 是 D上 x 的函数，记作 S(x)，称为∑
∞

=1

)(
n

n xu

的和函数，且 )()(
1

xSxu
n

n =∑
∞

=

， .Dx∈ ∑
∞

=

−
0

0 )(
n

n
n xxa （其中 na 为常数，n=1,2,⋯）称为

（x-x0）的幂级数或称为泰勒级数，特别地 ∑
∞

=

=
0

0 ,0
n

n
n xax 称为 x的幂级数或称为麦克劳林

级数。 

    定理 7.10  （柯西—阿达玛公式）设幂级数∑
∞

=

−
0

0 )(
n

n
n xxa ，若
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R
a

R
a
a

n
n

n
n

n
n == ∞→

+
∞→

1
||

|| lim

1

lim 或 . 

（1）当 +∞<< R0 时，则幂级数在 ),( 00 RxRx +− 内绝对收敛，当 Rxx >− 0 时发

散， Rxx ±=− 0 时，需用其它方法判断其收敛性。 

（2）当 R=0 时，
n

n
n xxa )( 0

0

−∑
∞

=

仅在 x0处收敛， 0xx ≠ 时发散。 

（3）当 ),()(, 0
0

+∞−∞−+∞= ∑
∞

=

在时 n

n
n xxaR 上绝对收敛。 

    因此，我们称 R为收敛半径，（x0-R,x0+R）为收敛区间，当 R>0 时，设幂级数的收敛域

为 D，根据定理的结论知 ，],[),( 0000 RxRxDRxRx +−⊂⊂+− 所以收敛域是收敛区间

),( 00 RxRx +− 与收敛端点组成的集合. 

上面定理中的两个公式，根据具体的 an进行选用。 

    注：上面定理求 R的公式仅适合

n

n
n xxa∑

∞

=

−
0

0 )( 的形式，对于本质上不是这种形式，不

能用上面的公式，只能有其他方法求，在后面的例题中我们会说明. 

    2．幂级数的性质 

    性质 1 设幂级数∑
∞

=

−
0

0 )(
n

n
n xxa 的收敛半径为 R（R>0），则 

（1）幂级数在 ),( 00 RxRx +− 内的和函数 S(x)是连续函数； 

（2）幂级数在 ),( 00 RxRx +− 内逐项可导或逐项可积，且可导后或可积后待到的幂级数与

原幂级数有相同的收敛半径。 

性质 2 （唯一性定理），设 S(x)为幂级数 0
0

0 )( xxxa
n

n
n 在∑

∞

=

− 某邻域内的和函数，则

.,2,1,0,
!

)( 0
)(

"== n
n

xs
a

n

n  

    性质 3 若 与∑
∞

=

−
0

0 )(
n

n
n xxa ∑

∞

=

−
1

0 )(
n

n
n xxb 的某邻域相等，则 .,2,1,0, "== nba nn  

    性质 4 （运算法则）若 ∑∑
∞

=

∞

=

−−
1

0
0

0 )()(
n

n
n

n

n
n xxbxxa 与 的收敛半径分别是Ra和 Rb，
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则 

.||,)()())(( 00
01

0
0

0 Rxxxxbxxaxxba n

n
n

n

n
n

n

n
nn <−−+−=−+ ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

βαβα  

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

<−−=−⋅−
0

00
0

0
0

0 .||,)(])([])([
n

n
n

n

n
n

n

n
n Rxxxxcxxbxxa  

其中 βα , 均为常数， ∑
=

−==
n

k
knknba bacRRR

0

.},,min{  

设 n
n

n
n

n

n
n

n

n
n

cxxc
xxa

xxb
,)(

)(

)(

0
0

0
0

0
0

∑
∑

∑
=

∞

=

∞

= −=
−

−
为待求系数，由于

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

−−=−
0

0
0

0
0

0 ])(.[])([)(
n

n
n

n

n
n

n

n
n xxcxxaxxb ，得 .,3,2,1,0,

0

"== ∑
=

− ncab
n

k
knkn 由

000 cab = ，解得 ,,,,0
0

0

0
11

101101
0

0
00 a

a
b

ab
ccacab

a
b

ca
−

=+==≠ 解得由 如此下去可求

出 ),2,1,0( "=ncn 但必须注意，若∑
∞

=

−
0

0 )(
n

n
n xxc 的收敛半径为 R，则 }.,min{ ba RRR <  

    7.函数展成幂级数 

    定理 7.11 设 f(x)在 x0存在任意阶导数，幂级数
n

n

n

xx
n

xf
)(

!
)(

0
0

0
)(

−∑
∞

=

的收敛区间

为 )0(|| 0 ><− RRxx ，则在 Rxx <− || 0 内 

.0)(
)!1(

)()(,),()(
!

)(
)( 1

0

)1(
lim

0

lim
000

0
)(

=−
+

=+−∈⇔−= +
+

∞→

∞

=
∞→∑ n

n

nn
n

n
n

n

xx
n

fxRRxRxxxx
n

xf
xf ξ

时

     由上面定理知，用定义把 )(xf 展成泰勒级数的步骤如下： 

（1）计算 ;,2,1,0),( 0
)( "=nxf n

 

（2）写出对应的泰勒级数∑
∞

=

−
0

0
0

)0(

)(
!

)(
n

nxx
n

xf
，并求出该级数的收敛区间

;|| 0 Rxx <−  

（3）验证 ;0)(,|| lim
0 =<− ∞→ xRRxx nn时  
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（4） .),(
!

)(
)( 00

0

0
)(

Rxxxx
n

xf
xf

n

n

<−−= ∑
∞

=

 

    有时用定义展开比较麻烦，或者 )(' 0
)( xf n

不容易求，或者证明 0)(lim =∞→ xRnn 比较困难，

但由性质 2（唯一性定理）知，如果可以将一个函数在一点处展开，则不管用什么方法，所

得到的幂级数展开式完全一样. 

    七个常用的麦克劳林展开式：  

1） );,(,
!!2

1
2

+∞−∞∈+++++= x
n
xxxe

n
x ""  

（2） );,(,
)!12(

)1(
!5!3

sin
1253

+∞−∞∈+
+

−+−+−=
+

x
n
xxxxx

n
n ""  

（3） );,(,
)!2(

)1(
!6!4!2

1cos
2642

+∞−∞∈+−++−+−= x
n

xxxxx
n

n ""  

（4） ];1,1(,
1

)1(
432

)1ln(
1432

−∈+
+

−++−+−=+
+

x
n
xxxxxx

n
n ""  

（5） );1,1(,
!

)1()1(
!2

)1(1)1( 2 −∈+
+−−

++
−

++=+ 丆x
n

naaaxaaaxx na """  

（6） );1,1(,)1(1
1

1 32 −∈+−++−+−=
+

xxxxx
x

nn ""  

（7） ),1,1(,1
1

1 32 −∈++++++=
−

xxxxx
x

n ""  

8.欧拉公式 

由 ,
!0

∑
∞

=

=
n

n
x

n
xe 把它推广到纯虚数情形，定义

ixe 的意义如下（其中 x为实数）： 

"+++++== ∑
∞

= !4
)(

!3
)(

!2
)(1

!
)( 432

0

ixixixix
n

ixe
n

n
ix

)
!5!3

()
!4!2

1(
5342

"" ++−+++−=
xxxixx

 

xix sincos += ，x用-x 代换，有 .sincos xixe ix −=−
 

从而 )(
2
1cos),(

2
1sin ixixixix eexee
i

x −− +=−= .以上这四个公式统称为欧拉公式. 

类型 1.1 判断正项级数的收敛性 

解题策略 1．若函数是一个抽象的方法：1.定义. 2.正项级数收敛的充要条件前 n项

和有上界. 3.比较判别法 . 4.比较判别法的极限形式.5.比值判别法.  6.根值判别法.  

69



7. ∑
∞

=
∞→∞→ ≠

1

limlim ,0)(
n

nnnnn uuu 则不存在或存在 发散。 

类型 1.2 判断一般项级数的收敛性 

解题策略 1、绝对值的比值判别法    2、绝对值的根值判别法    3、若∑
∞

=1

||
n

nu 收敛，

则∑
∞

=1n
nu 绝对收敛   4、交错级数的莱布尼兹判别法   5、定义    6、若

nnnn uu limlim 0)( ∞→∞→ ≠ 或存在 不存在，则∑
∞

=1n
nu 发散. 

类型 1.3 求幂级数收敛域、和函数及数项级数的和 

解题策略 1.利用七个基本函数的展开式，右边是幂级数，左边为和函数； 

利用线性运算法则求和函数：即把所给幂级表示成简单幂级数的线性组合，而这些简单幂级

和能求出和函数，从而求出所给幂级数的和函数。 

2.设 ),,(,)()( 00
0

0 RxRxxxxaxS
n

n
n +−∈−= ∑

∞

=

 ∑
∞

=

−−=
0

1
0 )()('

n

n
n xxnaxS ， 

若 )(' xS 能求出，则 ∫+=
x

x
dxxSxSxS

0

.)(')()( 0   

特别地 00 =x 时，设 ∑
∞

=

−∈=
0

),,(,)(
n

n
n RRxxaxS ).,(,)('

0

1 RRxnxaxS
n

n
n −∈= ∑

∞

=

−
  

若 )(' xS 能求出，则 .)(')0()(
0

dxxSSxS
x

∫+=  

这种方法是先求导，再积分. 

    3.设 ),,(,)()( 00
0

0 RxRxxxxaxS
n

n
n +−∈−= ∑

∞

=

 

       ∫ ∑ ∑∫
∞

=

+
∞

=

−
+

=−=
x

x
n

n

n

nx

x

n
n xx

n
a

dxxxadxxS
0 0

.)(
1

)()(
0

1
0

0
0  

若 ∫
x

x
dxxS

0

)( 能求出，则 )'.)(()(
0
∫=

x

x
dxxSxS 这种方法是为先积分，后求导. 

    4.变量替换法，通过变量替换，把复杂幂级数，转化为简单幂级数求出和，再变量代换

回去。 

利用幂级数的求和。 

5.我们还可以求数项级数的和：方法是把数项级数中的某个数换成 x，得到一个幂级数，

（例如  求∑
∞

=

−

1

1)
2
1(

n

nn ，把
2
1
换成 x，得∑

∞

=

−

1

1

n

nnx ），利用上面的方法求出幂级数的和函数
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)(xS 的表达式，并指出该数在幂级数的收敛区间内或收敛域内，然后把该数代入和函数

)(xS 的表达式，从而求出数项级数的和。 

类型 1.4 函数展成幂级数 

解题策略 1.利用线性运算，将函数表示成简单函数的线性运算，利用七个基本函数

展开式或已知函数的展开式将这些简单函数展成 x的幂级数，从而将所给函数展成 x的幂级

数。 

2.将 )(' xf 展成 x的幂级数，即 

.
1

)0()0()(')0()(.)('
0

1

0 0
00

∑∫ ∫ ∑∑
∞

=

+
∞

=

∞

= +
+=+=+==

n

nnx x

n

n
n

n

n
n x

n
a

fdxxafdxxffxfxaxf

 

3.将 ∫
x

dxxf
0

)( 展成 x的幂级数，即 ∫ ∑
∞

=

=
x

n

n
n xadxxf

0
0

,)( 则 

         .)())(()(
0

1'

0

'

0 ∑∑∫
∞

=

−
∞

=

===
n

n
n

n

n
n

x
nxaxadxxfxf  

4.变量替换  函数展成 )( 0xx − 幂级数的方法 

令 txx =− 0 ，于是 )()( 0 txfxf += ，利用 )(xf 展成 x幂级数的方法，使 

n

n
ntatxf ∑

∞

=

=+
0

0 )( ，从而 .)()( 0
0

n

n
n xxaxf −= ∑

∞

=

 

还可以利用定义（能不用尽量不用）。 

注：把函数展成幂级数实际是求幂级数和函数的逆过程，注意到这一点，对我们无论是

求幂级数的和函数，还是把函数展成 x 的幂级数都是有利的。 
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第一章  函数、极限、连续 

注  “★”表示方法常用重要. 

一、求函数极限的方法 

★1.极限的四则运算；★2.等价量替换；★3.变量代换；★4.洛比达法则；★5.

重要极限；★6.初等函数的连续性；7.导数的定义；8. 利用带有佩亚诺余项的麦克劳林公

式；9.夹逼定理；10 利用带有拉格朗日余项的泰勒公式；11.拉格朗日定理；★12. 无穷

小量乘以有界量仍是无穷小量等.  

★二、已知函数极限且函数表达式中含有字母常数，确定字母常数数值的方法 

运用无穷小量阶的比较、洛必达法则或带有佩亚诺余项的麦克劳林公式去分析问题，解

决问题。 

三、无穷小量阶的比较的方法 

利用等价无穷小量替换或利用洛必达法则，无穷小量的等价代换或利用带有皮亚诺余项

的佩亚诺余项公式展开 

四、函数的连续与间断点的讨论的方法 

如果 是)(xf 初等函数，若 )(xf 在 0xx = 处没有定义，但在 0x 一侧或两侧有定义，则

0xx = 是间断点，再根据在 0xx = 处左右极限来确定是第几类间断点。如果 )(xf 是分段函

数，分界点是间断点的怀疑点和所给范围表达式没有定义的点是间断点。 

五、求数列极限的方法 

★1.极限的四则运算；★2. 夹逼定理；★3. 单调有界定理； 

4. )()(lim)()(lim ∞=⇒∞=
∞→+∞→

AnfAxf
nx

；5. 数列的重要极限；6.用定积分的定义

求数列极限；7. 利用若∑
∞

=1n
na 收敛，则 0lim =

∞→ nn
a ；8. 无穷小量乘以有界量仍是无穷小量；

9.等价量替换等. 

【评注】1. 数列的项有多项相加或相乘式或 ∞→n 时，有无穷项相加或相乘，且不能

化简，不能利用极限的四则运算， 

2.如果数列的项用递推关系式给出的数列的收敛性或证明数列极限存在，并求极限.用
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单调有界定理 

3.对数列极限的未定式不能用洛比达法则。因为数列作为函数不连续，更不可导，故对

数列极限不能用洛比达法则. 

4.由数列{ }na 中的通项是 n的表达式，即 ).(nfan = 而 )(lim)(lim xfnf
xn ∞→∞→

与 是特殊与

一般的关系，由归结原则知 

   ★5. 有 lim 1
0

1

1( ) ( )
n

n
i

if f x dx
n n→∞

=

= ∫∑ 或
1

lim 1
0

0

1( ) ( )
n

n
i

if f x dx
n n

−

→∞
=

= ∫∑  

第二章  一元函数微分学 

★一、求一点导数或给处在一点可导推导某个结论的方法： 

利用导数定义，经常用第三种形式 

二、研究导函数的连续性的方法： 

1.求出 ( )f x′ ，对于分段函数的分界点要用左右导数定义或导数定义求. 2. '( )f x讨论

的连续性， 

★三、求初等函数的导数的方法： 

在求导之前尽可能的化简，把函数的乘除尽量化成加减，利用对数微分法转化为方程确

定隐函数的求导等等，从而简化求导过程. 要熟练记住基本初等函数的导数公式、导数的四

则运算，理解并掌握复合函数的求导法则.  

四、求分段函数的导数的方法： 

求分段函数导数不在分界点可直接利用求导公式。在分界点 

（1）若在分界点两侧的表达式不同，求分界点的导数有下述两种方法： 

    （i）利用左右导数的定义。       （ii）利用两侧导函数的极限。 

    （2）若在分界点两侧的表达式相同，求分界点的导数有下述两种方法： 

    （i）利用导数定义。              （ii）利用导函数的极限。 

★五、求参数式函数的导数的方法 

 若
( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0'','

,
,

≠
⎩
⎨
⎧

=
=

ttt
ty
tx

ϕψϕ
ψ
ϕ

存在且 ，则 
( )
( )t
t

dt
dx
dt
dy

dx
dy

'
'

ϕ
ψ

==  
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2

2

( )' ( )
( )"
( )

tdy
d y dy tdty dxdx dx t

dt

ψ
ϕ
ϕ

′′
′ ′

= = = =
′
 

★六、求方程确定隐函数的导数的方法： 

解题策略 求方程 ( ) ( )yxgyxf ,, = 确定的隐函数 ( )xyy = 的导数时，由 y是 x 的函数，

此时方程两边是关于 x 表达式的恒等式，两边同时对 x 求导，会出现含有 y'的等式，然后

把 y'看成未知数解出即可。 

★七、求变上下限函数的导数的方法： 

解题策略 利用变上下限函数求导定理，注意化成变上下限函数的成标准形式 

八、求函数的高阶导数的方法： 

 求导之前，对函数进行化简，尽量化成加减，再用高阶导数的运算法则 

九、方程根的存在性 

    把要证明的方程转化为 f(x)=0 的形式。对方程 f(x)=0 用下述方法： 

   ★ 1．根的存在定理  若函数 f(x)在闭区间 ],[ ba 上连续，且 ,0)()( <⋅ bfaf 则至

少存在一点 ( )ba,∈ξ ，使 .0)( =ξf  

    ★2．若函数 f(x)的原函数 )(xF 在 ],[ ba 上满足罗尔定理的条件，则 f(x)在（a,b）

内至少有一个零值点. 

3．用泰勒公式证明方程根的存在性.  

    4．实常系数的一元 n次方程 )0(0 01

1

10 ≠=++++ −

− aaxaxaxa nn

nn
，当 n为

奇数时，至少有一个实根。 

    证   设

)111()( 11101
1

10 nnnn
n

nn
nn

x
a

x
a

x
aaxaxaxaxaxf ++++=++++= −−−

−
 

由 ,00 ≠a 不妨设 a0>0。由于 ,0,1,)( 0
lim >∃=+∞=+∞→ NMxfx 取 当 x>N0 时，都有

f(x)>1>0。 

取 b>N0，有 f(b)>0， 0,1,)( 1
lim >∃=−∞=−∞→ NMxfx 取 ，当 x<-N1时，都有 f(x)<-1<0。 
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    取 a<-N1<b, f(a)<0。由 f(x)在[a,b]连续，f(`a)f(b)<0，由根的存在定理知至少

存在一点 .0)(),,( =∈ ξξ fba 使  

    5．实系数的一元 n次方程在复数范围内有 n个复数根，至多有 n个不同的实数根。 

  ★ 6．若 f(x)在区间 Ι 上连续且严格单调，则 f(x)=0 在 Ι 内至多有一个根。若函数

在两端点的函数（或极限）值同号，则 f(x)=0 无根，若函数在两端点的函数（或极限）值

异号，则 f(x)=0 有一个根。 

★7．求具体连续函数 f(x)=0 在其定义域内零值点的个数：首先求出 f(x)的严格单

调区间的个数，若有 m个严格单调区间，则至多有 m个不同的根。至于具体有几个根，按照

6研究每个严格单调区间是否有一个根。 

8.若函数 f(x)的原函数 F(x)在某点 x0处取极值，在 x0处导数也存在，由费马定理知

F'(x0)=0，即 f(x0)=0。（用的较少） 

★9.方程中含有字母常数，讨论字母常数取何值时，方程根有几个根地方法：（1）把

要证明的方程转化为 ( )g x k= 的形式，求出 ( )g x 的单调区间、极值，求出每个严格单调区

间两端函数（极限）值，画草图，讨论曲线与 y k= 轴相交的情况，确定方程根的个数.；（2）

把要证明的方程转化为 f(x)=0 的形式。求出 f(x)的单调区间，极值，求出每个严格单调区

间两端函数（极限）值，画草图，讨论曲线与 x轴相交的情况，确定方程根的个数. 

【评注】 在证明方程根的存在性的过程中，我们经常要用拉格朗日定理，积分中值定

理，有时也用到柯西中值定理来证明满足方程根的存在性所需的条件，然后利用上述的方法

来证明方程根的存在性。 

十、证明适合某种条件下ξ的等式   

★ 1. 常用的方法有罗尔定理、泰勒公式、根的存在定理、柯西定理、拉格朗定理； 

2. 如果证明适合某种条件下 ,ξ ζ 的等式，要用两次 上面的定理 3. 证明存在 ∈ξ (a, 

b),使 ,0)()()(0)()()( =′+′⇔=′+′ xgxfxfgff ξξξ 有一个根.而 

∫ ∫ +′−=
′

⇔′−=
′

⇔=′+′ cdxxgdx
xf
xfxg

xf
xfxgxfxf ln)(

)(
)()(

)(
)(0)()()(  

∫ −=⇔+−=⇔+−=⇔ )()(ln)()(lnln)()(
)(

1 xgCexfCxgxfCxgxdf
xf
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,)( )( Cexf xg =⇔ 令
)()()( xgexfxF = , 即 0)()()()()( =′+′⇔′=′ xgxfxfCxF  

故对 )(xF 在 [ ]21 , xx 上满足罗尔定理条件,至少存在一点 )( 2,1 xx∈ξ ,使 ,0)( =′ ξF 即 

0)()()( =′+′ ξξξ gff . 

十一、证明不等式的方法： 

★1．拉格朗日定理适用于已知函数导数的条件，证明涉及函数（值）的不等式 

★2．泰勒公式适用于已知函数的高阶导数的条件，证明涉及函数（值）或低阶导函

数（值）的不等式. 

★3．单调性定理.（i）对于证明数的大小比较的不等式，转化为同一个函数在区间两

端点函数（或极限）值大小的比较，利用函数在区间上的单调性进行证明. 

(ii) 对于证明函数大小比较的不等式，转化为同一个函数在区间内上任意一点函数值与
区间端点函数（或极限）值大小的比较，利用函数在区间上的单调性进行证明. 

4．利用函数最大值，最小值证明不等式. 

把待证的不等式转化为区间上任意一点函数值与区间上某点 0x 处的函数值大小的比

较，然后证明 )( 0xf 为最大值或最小值，即可证不等式成立。 

★5．利用函数取到唯一的极值证明不等式. 

把待证的不等式转化为区间上任意一点函值与区间内某点 0x 处的函数值大小的比较，

然后证明 )( 0xf 为唯一的极值且为极大值或极小值，即 )( 0xf 为最大值或最小值，即可证

不等式成立。 

6．用柯西定理证明不等式. 

7．利用曲线的凹向性证明不等式. 

第三章  一元函数积分学 

★1.基本积分表（13 个公式，略） 

★2.要知道下列重要不定积分的推导过程，记住这些不定积分结果. 
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1. 
1ax axe dx e C
a

= +∫ ；2. 
1cos sinaxdx ax C
a

= +∫ ； 

3. 
1sin cosaxdx ax C
a

= − +∫ ； 

4. 
2 2

1 arcsin xdx C
aa x

= +
−

∫ ；5. 2 2

1 dx
a x

=
+∫

1 arctan x C
a a

+ ； 

6. tan ln cosxdx x C= − +∫ ；7. cot ln sinxdx x C= +∫ ； 

8. 2 2

1 1( 0) ln
2

a xdx a C
a x a a x

+
≠ = +

− −∫ ； 9. csc xdx =∫ ln csc cotx x C− + ; 

10. sec ln sec tanxdx x x C= + +∫ ; 

11. ∫
+

dx
ax 22

1 2 2ln x x a C= + + + .（ a＞0）. 

证 令 tax tan= , 

原式 ∫ ∫=
+

= dt
ta
tatda

ata sec
sectan

tan

1 2

222
 

∫∫ ++==−∈ .tanseclnsec
sec

sec)
2

,
2

(
2

ctttdtdt
t
tt ππ

 

,tan
a
xt =由 作出直角三角形,可知 ,sec

22

a
xat +

= 于是 

原式
2 2

2 2ln ln lna x x c x x a c a
a a
+

= + + = + + + −    

2 2
1ln( )x x a c= + + +     

12. ∫ +−+=
−

caxxdx
ax

22

22
ln1

。 

一、求不定积分的方法： 

t
a

x

22 xa +

图 3-1
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★不定积分的线性运算法则、凑数分法、变量代换法、分部积分法，还有有理式的不

定积分、三角函数有理式的不定积分、无理式的不定积分理论上的方法也要知道. 

★二、涉及到定积分的方程根的存在性的方法： 

利用积分中值理，定积分的 13 条性质，尤其是变上限积分求导定理及微分中值定理，

证明方法与技巧与第三章我们介绍的证明思想完全类似。 

★三、涉及到定积分的适合某种条件ξ 的等式的方法： 

利用积分中值理，定积分的 13 条性质，尤其是变上限积分求导定理及微分中值定理，

证明方法与技巧与第三章我们介绍的证明思想完全类似。 

★四、涉及到定积分的不等式的方法： 

利用积分中值理，定积分的 13 条性质，尤其是变上限积分求导定理及微分中值定理，

证明方法与技巧与第三章我们介绍的证明思想完全类似。 

★五、涉及到定积分的等式证明的方法： 

用变量代换较多或定积分的条性质、周期函数积分的性质. 

★六、定积分计算的方法： 

利用牛—莱公式、定积分的线性运算法则、凑微分、变量代换、分部积分计算及定积分

的其他公式. 

微元法要搞懂 

★七、定积分的几何应用 

1.求平面图形的面积（略） 

2. ( )xfy = （连续），Ox 轴及直线 x=a, x=b 所围成的曲边梯形绕 Ox 轴旋转而成的旋转

体的体积 Vx为 ( ) .2∫=
b

ax dxxfV π  

3. ( )xfy = （连续）Ox 轴及直线 x=a, x=b )0( ba <≤ 所围成的曲边梯形绕 y轴旋转所

成立体的体积 Vy为 ( ) .2 ∫=
b

ay dxxfxV π  

4. 求由连续曲线 ( ) Oxxfy ,= 轴及直线 bxax == , 所围平面图形绕 x 轴旋转所形成
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的旋转体的侧面面积 ( ) ( ) .12 2∫ ′+=
b

ax dxxfxfS π  

5.面曲线的弧长：给定曲线弧 BA 的方程为
( )
( ) βα

ψ
ϕ

≤≤
⎩
⎨
⎧

=
=

t
ty
tx

,
,

， 

其中， ( ) ( )tt ψϕ ′′ , 在 [ ]βα , 上连续，且 ( ) ( ) 022 ≠′+′ tt ψϕ ，则曲线弧 BA 是可求长的。

其弧长 s可表示为 ( ) ( ) .22∫ ′+′=
β

α
ψϕ dttts  

八、定积分在物理中的应用：1.液体的静压力.2 功.3.引力. 

第十一章  级数  

★一、个重要的级数 

    1．P一级数∑
∞

=1

1
n

pn
（P为常数），当 P>1时，该级数收敛（但和不能用一个具体的

式子表示出来），当 1≤P 时，该级数发散。 

    2．几何级数（等比级数）∑
∞

=0n

naq （q为常数），当 1<q 时，该级数收敛，其和

为
q

a
−1
，当 1≥q 时，该级数发散。 

七个常用的麦克劳林展开式： 
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二、断正项级数的收敛性方法： 

★1 比判别法.  ★2 根值判别法. ★3.判别法. ★4.比较判别法的极限形式 5.前 n

项和有上界.6 ∑
∞

=
∞→∞→ ≠

1

limlim ,0)(
n

nnnnn uuu 则不存在或存在 发散。7.定义 

三、断一般级数收敛性的方法： 

★1、绝对值的比值判别法   ★ 2、绝对值的根值判别法   ★ 3、若∑
∞

=1

||
n

nu 收敛，

则 ∑
∞

=1n
nu 绝 对 收 敛    ★ 4 、 交 错 级 数 的 莱 布 尼 兹 判 别 法       5 若

nnnn uu limlim 0)( ∞→∞→ ≠ 或存在 不存在，则∑
∞

=1n
nu 发散. 6定义 

四、级数和函数的方法： 

1、利用 

（1） );,(,
!!2

1
2

+∞−∞∈+++++= x
n
xxxe

n
x  

（2） );,(,
)!12(

)1(
!5!3

sin
1253

+∞−∞∈+
+

−+−+−=
+

x
n
xxxxx

n
n  

（3） );,(,
)!2(

)1(
!6!4!2

1cos
2642

+∞−∞∈+−++−+−= x
n

xxxxx
n

n  

（4） ];1,1(,
1

)1(
432

)1ln(
1432

−∈+
+

−++−+−=+
+

x
n
xxxxxx

n
n  

（5） );1,1(
!

)1()1(
!2

)1(1)1( 2 −∈+
+−−

++
−

++=+ xx
n

naaaxaaaxx na  

（6） );1,1(,)1(1
1

1 32 −∈+−++−+−=
+

xxxxx
x

nn  

（7） ),1,1(,1
1

1 32 −∈++++++=
−

xxxxx
x

n  
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).1,1(,
)1(

1
2

1

1 −∈
−

=∑
∞

=

− x
x

nx
n

n )1,1(),1ln(
1

−∈−−=∑
∞

=

xx
n
x

n

n

 

及个基本函数的展开式，右边是幂级数，左边为和函数。 

★利用线性运算法则求和函数：即把所给幂级表示成简单幂级数的线性组合，而这些

简单幂级和能求出和函数，从而求出所给幂级数的和函数。 

★2、设 ),,(,)()( 00
0

0 RxRxxxxaxS
n

n
n +−∈−= ∑

∞

=

 ∑
∞

=

−−=
0

1
0 )()('

n

n
n xxnaxS ， 

若 )(' xS 能 求 出 ， 则  ∫+=
x

x
dxxSxSxS

0

.)(')()( 0  特 别 地 00 =x 时 ， 设

∑
∞

=

−∈=
0

),,(,)(
n

n
n RRxxaxS  

).,(,)('
0

1 RRxnxaxS
n

n
n −∈= ∑

∞

=

−  若 )(' xS 能求出，则 .)(')0()(
0

dxxSSxS
x

∫+=  

这种方法是先求导，再积分 

    ★3、设 ),,(,)()( 00
0

0 RxRxxxxaxS
n

n
n +−∈−= ∑

∞

=

 

       ∫ ∑ ∑∫
∞

=

+
∞

=

−
+

=−=
x

x
n

n

n

nx

x

n
n xx

n
a

dxxxadxxS
0 0

.)(
1

)()(
0

1
0

0
0  

若 ∫
x

x
dxxS

0

)( 能求出，则 )'.)(()(
0
∫=

x

x
dxxSxS 这种方法是为先积分，后求导. 

    4、变量替换法，通过变量替换，把复杂幂级数，转化为简单幂级数求出和，再变
量代换回去。 

利用幂级数的求和。 

我们还可以求数项级数的和，方法是 函数项级数中的某个数换成 x，得到一个幂级数，

（例如  求∑
∞

=

−

1

1)
2
1(

n

nn ，把
2
1
换成 x，得∑

∞

=

−

1

1

n

nnx ），利用上面的方法求出幂级数的和函数

)(xS 的表达式，并指出该数在幂级数的收敛区间内或收敛域内，然后把该数代入和函数

)(xS 的表达式，从而求出数项级数的和。 
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五、数展成幂级数 

    函数展成 x幂级数的方法 

1、利用定义（能不用尽量不用）。 

★2、利用线性运算，将函数表示成简单函数的线性运算，利用七个基本函数展开式

或已知函数的展开式将这些简单函数展成 x的幂级数，从而将所给函数展成 x的幂级数。 

★3、将 )(' xf 展成 x的幂级数，即 

.
1

)0()0()(')0()(.)('
0

1

0 0
00

∑∫ ∫ ∑∑
∞

=

+
∞

=

∞

= +
+=+=+==

n

nnx x

n

n
n

n

n
n x

n
a

fdxxafdxxffxfxaxf

 

4、将 ∫
x

dxxf
0

)( 展成 x的幂级数，即 ∫ ∑
∞

=

=
x

n

n
n xadxxf

0
0

,)( 则 

         .)())(()(
0

1'

0

'

0 ∑∑∫
∞

=

−
∞

=

===
n

n
n

n

n
n

x
nxaxadxxfxf  

★5、变量替换  函数展成 )( 0xx − 幂级数的方法 

令 txx =− 0 ，于是 )()( 0 txfxf += ，利用 )(xf 展成 x幂级数的方法，使

n

n
ntatxf ∑

∞

=

=+
0

0 )( ，从而 .)()( 0
0

n

n
n xxaxf −= ∑

∞

=

 

评注 1.看到有反三角函数的展开题目，首先想到先对函数求导数，把导函数展开，再

两边积分。 

2.把函数展成幂级数实际是求幂级数和函数的逆过程，注意到这一点，对我们无
论是求幂级数的和函数，还是把函数展成 x 的幂级数都是有利的。 
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第七章 矢量代数与空间解析几何 

★类型（一）   向量的运算 

解题策略  1. aaa ⋅= ，2. },,{ 321 aaaa = ， .|| 2
3

2
2

2
1 aaaa ++= 3. 利用 

点积、叉积、混合积的性质及几何意义. 

★类型（二）  求直线方程 

解题策略  首先考虑直线方程的点向式与一般式，否则再用其它形式. 
类型（三）  直线点向式与参数式转化 

 

类型（四）  异面直线 

★类型（五）  点到直线的距离、两直线的夹角 

★类型（六）  求平面方程 

解题策略  平面方程的点法式、一般式、平面束. 

类型（七）  直线与平面的位置 

类型（八）求曲线与曲面方程 

解题对策  一般用定义求曲线与曲面方程 

疑难问题点拨 

 一般参数方程
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

Γ
)(
)(
)(

:
thz
tgy
tfx
绕 Oz 轴旋转所成旋转曲面Σ的方程 

.)]}([{)]}([{ 212122 zhgzhfyx −− +=+  

证如图 4-7， 设 ),,( zyxM 是曲面 上任意一点，而M 是由曲线Γ上某点 ),,( 1111 zyxM

（对应的参数为 t1）绕 Oz 轴旋转所得到。因此有 ).(),(),( 111111 thztgytfx ===  

,1zz = ,2
1

2
1

22 yxyx +=+ ),()( 1
11 zhtthz −=⇒=⇒  

)]([)],([ 1
1

1
1 zhgyzhfx −− == ， 

故所求旋转曲面方程为 .)]}([{)]}([{ 212122 zhgzhfyx −− +=+  

特别地，若Γ绕 Oz 轴旋转时，且Γ参数方程表示为
⎩
⎨
⎧

=
=

).(
),(

zgy
zfx
则

).()( 2222 zgzfyx +=+  

事实上，由前面的证明过程可知 ),(),( 1111 zgyzfx == 1zz = ，
2

1
2

1
22 yxyx +=+  

),(),( 11 zgyzfx ==⇒      故 ).()( 2222 zgzfyx +=+  

图 4-7 
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这个结果可作为一个规律记住，一个用参数方程表示的曲线Γ绕某个坐标轴旋转所生成
曲面的方程是：若把该曲线表示成该坐标轴对应的变量作为参数的参数方程，则旋转曲面的

方程是由参数方程两个等式两边平方再相加得到等式。 

第八章  多元函数的微分学 

在 0p 点任意的方向导数都存在 

 

 

 

 

 

 

 

注：这里“     ”表求推出，“      ”表示推不出，能推出的，都是定理，推不出的，

我们在下面都举了反例。 

类型 1.1 求多元函数的极限 

解题策略 1．利用初等多元函数的连续性，即若 ( )Pf 是初等函数， 0P 在 ( )Pf 的定义

域中，则 ( ) ( ).lim 0
0

PfPf
PP

=
→

 

注：所谓的初等多元函数就是用一个数学表达式给出的解析式. 

2．利用多元函数极限的四则运算。 

3．转化为一元函数的极限，利用一元函数的极限来计算. 

4．对于证明 ( ) ,0lim
0

=
→

Pf
PP

或求 ( )Pf
PP 0

lim
→

时，感觉极限 ( )Pf
PP 0

lim
→

可能时零，而直接

又不容易证明或计算，这时可用夹逼定理，即 ( ) ( ),0 PgPf ≤≤ 而 ( ) .0lim
0

=
→

Pg
PP

 

由夹逼定理知 ( ) ,0lim
0

=
→

Pf
PP

从而 ( ) ,0lim
0

=
→

Pf
PP

 

类型 1.2 判断多元函数的极限不存在 

解题策略 1．利用初等 1．选取两条特殊的路径 0PP → ，而函数值的极限存在，但不

相等，则 ( )pf
pp 0

lim
→

不存在。2. ( ) ),(limlim,,limlim
0000

yxfyxf
xxyyyyxx →→→→

 存在，但不相等 

★类型 1.3 讨论多元函数的连续性 

解题策略 用多元函数的连续定义 
★类型 1.4 求多元函数在一点的偏导数 

解题策略 求 ( )00 , yxf x′ 有三种方法：（1）按定义；（2）求导函数 ( )0, yxf
dx
d

，然后

把 0xx = 代入；（3）求偏导函数 ( )yxf x ,′ ，然后把 00 , yyxx == 代入。 

求 ( )00 , yxf y′ 同样也有三种方法：（1）按定义；（2）求导函数 ( )0, yxf
dy
d

，然后把 0yy = ；

( ) ( )yxfyxf yx ,,, ′′  

在 0p 点连续 
可微 ( ) ( )0000 ,,, yxfyxf yx ′′ 存在 

连续 
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（3）求偏导函数 ( )yxf y ,′ ，然后把 00 , yyxx == 代入。 

类型 1.5 判断多元函数在一点的可微性。 

解题策略 1.偏导函数连续必可微.2.用可微定义 

★类型 1.6 求具体多元函数的偏导数 

解题策略 本质上就是求一元函数的导数 

★类型 1.7 求多元复合函数的偏导数 

解题策略 用多元复合函数求偏导公式。关键是搞清复合结构 
★类型 1.8 求多元隐函数的偏导数 

解题策略 1.用多元隐函数求偏导公式.2. 用多元隐函数求偏导的方法.3.

用全微分一阶不变性. 

类型 1.9 求多元隐函数组的偏导数 

解题策略 1. 用多元隐函数求偏导的方法.2.用全微分一阶不变性. 

★类型 1.10 求多元函数的方向导数与梯度 

解题策略. 用方向导数的公式.2. 用方向导数的定义.3 用梯度定义 

★类型 1.11 求多元函数的极值 

解题策略. 求出驻点、偏导数不存在的点。对于出驻点，用取到极值的充分

条件去判断；对于偏导数不存在的点永定义去判断。 
类型 1.12 求多元函数的最值 

解题策略. 建立二元函数，指出定义域，用最大值最小值定理. 

★类型 1.13 求多元函数的条件极值 

解题策略 用拉格朗日乘数法. 

★类型 1.14 曲面的切平面与曲线的切线（仅适合数学一） 

解题策略 用曲面的切平面与曲线的切线的公式 

第九章     多元函数积分学（二重积分） 

★类型 1.1 二重积分在直角坐标下的计算 

解题策略 画出积分区域，选择 x-区域、y-区域 

★类型 1.2 求二重积分的累次积分 

解题策略 根据累次积分的不等式画出积分区域，化成另一顺序的累次积分 

★类型 1.3 二重积分在极坐标下的计算 

解题策略被积函数中有 22 yx + 或积分区域是圆域或圆域的一部分，用极坐

标变换。 

类型 1.4 对称区域上的二重积分 

解题策略 利用积分变量的地位对称性与被积函数关于积分变量的奇偶性
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简化计算. 

类型 1.5 计算二重广义积分 

解题策略 画出积分区域，选择 x-区域、y-区域或用极坐标变换 
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